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Einleitung

Der vorliegende Text ist eine Sammlung an Erklarungen zu den Mathematik-
Grundkompetenzen (GK), wie sie derzeit (September 2022) fir die schriftliche Reifepriifung
definiert sind.

Diese Sammlung entstand 2016 als Hilfestellung fiir meine Schiilerinnen an der GIBS, weil
mir bewusst wurde, dass es (noch) kein Lehrbuch gibt, welches die GKs zusammenfassend
darstellt. Gleichzeitig ist es aber fiir meine (und wohl auch andere) Schiilerinnen schwierig,
aus Lehrbiichern oder Mitschriften genau die Aspekte der Mathematik herauszufiltern, die
fr die nsRP relevant sind. Da ich fiinf Jahre als Itemwriter flr das bifie Mathematik-
Maturaaufgaben geschrieben habe, weil} ich sehr genau, wie die einzelnen GKs zu verstehen
sind, und ich wollte dieses Wissen zugdnglich machen.

Aus Rickmeldungen weiR ich, dass bereits auch Schilerinnen anderer Schulen mit dieser
Sammlung arbeiten, und dass auch Fachkolleginnen Interesse an dieser Sammlung haben.
Das ist in Ordnung, die Sammlung liegt derzeit 6ffentlich zuganglich auf unserer GIBS-
Homepage.

Die Sammlung erhebt Anspruch auf Richtigkeit, aber nicht auf Vollstandigkeit - es kann
immer sein, dass ein/e ltemwriter/-in eine GK etwas anders interpretiert.

Alle Graphiken sind entweder von mir oder frei auf Wikipedia verfiigbar. Fast alle Texte sind
von mir, wo ich Unterlagen verwendet habe, ist dies mit den entsprechenden
Quellenangaben (Links) ausgewiesen.

Wenn Graphiken oder Sonderzeichen falsch oder unsauber angezeigt werden, kann das am
Browser liegen. In diesem Fall den Browser wechseln oder die Datei herunterladen und
direkt mit Adobe anzeigen.

Fiir die Nutzung dieser Sammlung gelten derzeit folgende Regeln:

1.) Die Sammlung darf frei an Schilerinnen und Lehrerinnen weitergegeben werden, sowohl
als Datei wie auch in gedruckter Form. Sie darf heruntergeladen und gespeichert werden,
und sie darf privat sowie im Unterricht verwendet werden.

2.) Es ist verboten, die Sammlung oder Teile davon kommerziell zu verwerten.

3.) Wer eine Anmerkung hat, oder einen Fehler findet, soll bitte ein entsprechendes Mail an
helmut.lambauer@gibs.at schicken, damit die Sammlung verbessert werden kann.




AG 1.1 - Zahlenmengen - und etwas iiber Quantoren

Definitionen:

N={0123 ..} N = N"={1, 2,3, ..} die natirlichen Zahlen (mit und ohne die Null)
7.={..,-3-2,-1,0,1,2,3,..} dieganzen Zahlen

Q= {% laeZ;be N*} die rationalen Zahlen (Bruchzahlen, Dezimalzahlen)

Jede Dezimalzahl, die eine endliche Anzahl an Nachkommastellen hat, und jede periodische
Dezimalzahl ist auch als Bruchzahl darstellbar.

Die genaue Definition von R ist nicht Grundkompetenz, doch ist es Grundkompetenz zu
wissen, dass die Menge der reellen Zahlen R sowohl Q enthalt, als auch die Menge der
irrationalen Zahlen, also Zahlen, die sich nicht als Bruch (oder endliche oder periodische

Dezimalzahl) darstellen lassen. Beispiele fir irrationale Zahlen sind = oder+/2.

Der Zahlenstrahl bildet alle reellen Zahlen ab, diese sind auch die Grundmenge fiir alle
reellen Funktionen und die Grundlage aller kontinuierlichen Modelle.

Jedes beliebig kleine Intervall [a, b] mit @ <b; a,b€ R enthilt unendliche viele rationale

Zahlen (und auch unendlich viele reelle Zahlen).

Von den Mengen Z, QundR gibt es Teilmengen wie zum Beispiel Q*, die Menge der
positiven Bruchzahlen (ohne Null), oder R, die Menge der negativen reellen Zahlen

einschlielllich der Null. Diese Notationen sind zwar nicht explizit Grundkompetenz, sie sind
aber so haufig, dass es nicht schadet, sie zu kennen.

Jede komplexe Zahl z bestehen aus einem Realteil und einem Imaginarteil:
Z=a-+b-I , wobei gilt: a,belR; i2=-1
Die Menge der komplexen Zahlen wird mit C bezeichnet.

Mit komplexen Zahlen zu rechnen ist nicht GK, es ist aber GK zu wissen, dass es Gleichungen
gibt, die zwar in den reellen Zahlen nicht I6sbar sind, in den komplexen Zahlen aber schon
(z.B.: x*>=-1).

Typischerweise treten komplexe, nicht-reelle Zahlen als L6sungen von quadratischen
Gleichungen auf, deren zugehorige Funktionen keine reellen Nullstellen haben (siehe AG
2.3).



Die Zahlenmengen stehen zueinander in Teilmengenbeziehungen, die sich gut durch eine
Graphik darstellen lassen:

™~
Komplexe Zahlen ({

)

N

Reelle Zahlen

Rationale Zahlen i\:;

a2
Ganze Zahlen //,

Naturliche Zahlen
N

Es gelten Beziehungen wie:

e Jede natirliche Zahl ist auch eine ganze Zahl (und auch eine Bruchzahl, eine reelle
Zahl und eine komplexe Zahl).

e Jede Bruchzahl ist auch eine reelle Zahl.

e Esgibt Bruchzahlen, die keine ganzen Zahlen sind, und es gibt auch Bruchzahlen, die
ganze Zahlen sind.

Bsp: Zu welchen der finf Zahlenmengen gehoéren die folgenden Zahlen:

16, Z. _E, 9
2 7 3

’

Vv16=4 ¢ N,7Z,Q,R,C
Vorsicht: Die Wurzel einer positiven Zahl ist immer positiv, wahrend die Lésungsmenge der
Gleichung x? = 16 zwei Elemente hat: {—4; 4}

ZTeRC
2

3
_2 c QRC
;€0

—%=—3 e 7,Q,R,C



Quantoren:

In vielen Multiple-Choice-Aufgaben (nicht nur bei dieser GK) sind Antworten vorformuliert,
die sogenannte Quantoren enthalten. Es handelt sich dabei um Formulierungen, die darauf
Bezug nehmen, dass eine bestimmte Eigenschaft fiir ein Element, kein Element oder alle
Elemente einer Menge gilt. Im Folgenden sollen die drei wichtigsten Quantoren mit
Beispielen kurz erklart werden:

i.  Die Existenz: "Es gibt"
Bsp: "Es gibt eine reelle Zahl, die auch natirliche Zahl ist."

Bei der Formulierung "Es gibt" braucht man nur ein einziges richtiges Beispiel, dann
ist die Aussage wahr (zutreffend).
Hier: 7 ist eine relle Zahl, aber auch eine natiirliche Zahl, also ist die Aussage wahr.

Damit die Aussage falsch ist, muss sie fiir alle Elemente der Menge falsch sein.
Bsp: "Es gibt eine natiirliche Zahl n fiir die gilt: N <—0,5"
Die Aussage ist falsch, weil alle natiirlichen Zahlen gréRer sind als -0,5.

ii. Die Nicht-Existenz: "Es gibt kein(-e)", "Fiir kein Element gilt"
Bsp: "Es gibt keine nattirliche Zahl, die echt kleiner ist als null."
Bsp: "Fiir kein Element z € Z gilt: Zz=n+0,5;mitneN"

Die Formulierung "Es gibt keine" betrifft alle Elemente der Menge. Falls man ein
einziges Gegenbeispiel findet, ist die Aussage falsch (nicht zutreffend):

Bsp: "Es gibt keine reelle Zahl, die sich als Bruch darstellen lasst."

Die Aussage ist falsch, da z.B. 0,5 eine reelle Zahl ist, die sich als Bruch darstellen

1
|dsst (O, 5= Ej .

iii.  Der Allquantor: "Fiir alle Elemente gilt", "Fiir jedes Element gilt", "Alle"

a . _ .
Bsp: "Jede rationale Zahl kann als Bruch b mit aeZ;beN dargestellt werden."

Bsp: "Alle rationalen Zahlen sind auch reelle Zahlen."

Um zu zeigen, dass eine Aussage mit Allquantor falsch ist, reicht ein einziges
Gegenbeispiel:

a .
Bsp: "Jeder Bruch B mit a € Z; b € Z ist Element von Q.

Die Aussage ist falsch, da z.B. = keine rationale Zahl ist (weil die Null nicht im

0

Nenner stehen darf).



AG 1.2 - Algebraische Begriffe

Variable: Variablen sind Formelzeichen bzw. Platzhalter. Die Variablen missen erst durch
Zahlen ersetzt werden, damit ein Term/eine Formel ausgewertet werden kann.

Term: Ein Term ist ein mathematischer Ausdruck. Er kann Zahlen, Variablen, Konstante und
Operatoren beinhalten. Ein Term kann sehr kurz sein (eine Zahl oder eine Variable), aber
auch sehr kompliziert. So besteht z.B. jede Gleichung aus zwei Termen die durch das Symbol
»=" verknlpft sind.

Bsp. fir Terme: 3, 2, 5x, cos(2y), a2 +b?, IV(t)-dt

Formel: Eine Formel ist eine Gleichung, die verschiedene abhdngige GréRen, die in der
Formel als Variable auftreten, in Beziehung setzt. Wenn man die Werte aller GrofRen bis auf
eine kennt, dann kann man durch Einsetzen der Werte fur die Variablen und durch
Umformen der Formel die fehlende Variable berechnen. Formeln gibt es typischerweise in
der Geometrie, aber auch in der Physik, der Wirtschaft und in anderen Bereichen.

Bsp. fur Formeln:
Umfang eines Kreises: U=2-r-7

Satz des Pythagoras: a® +b* =c?

Allgemeine Gasgleichung: p-V=N-k-T

Gleichung: Eine Gleichung besteht aus zwei Termen, die durch ein Gleichheitszeichen ,,="
verbunden sind.

Ungleichung: Eine Ungleichung besteht aus zwei Termen, die durch ein
Ungleichheitszeichen " <, <, >, >, #" verbunden sind.

Gleichungen und Ungleichungen konnen richtig (bzw. erfiillt) oder falsch sein. Ob eine
(Un-)gleichung richtig oder falsch ist, hangt oft davon ab, welche Werte man fiir die
Variablen einsetzt. Werte fiir Variable, welche die (Un-)gleichung erfillen, heiRen
,Losungen” der (Un-)gleichung.



Gleichungssystem: Ein Gleichungssystem besteht aus zwei oder mehr Gleichungen, die

typischerweise die gleichen Variablen enthalten. ,Ein Gleichungssystem eindeutig |6sen”
bedeutet, die einzige Belegung aller Variablen zu finden, sodass alle Gleichungen des
Systems erfullt sind.

Nicht alle Gleichungssysteme sind eindeutig |6sbar, manche haben mehrere (oder auch
unendlich viele) Losungen, manche haben auch gar keine Losung.

Die GK AG 2.5 beschaftigt sich explizit mit dem Losen von linearen Gleichungssystemen.

Bsp:

2X+y=3
—X+2y=6
Das Gleichungssystem hat die eindeutige Losung x=0;y=3 L= {(0 13)}

Aquivalenz: Aquivalenz heiRt wortlich Gleichwertigkeit. Zwei Terme sind dquivalent, wenn
sie — bei Belegung der Variablen mit denselben Werten — dieselbe Zahl ergeben.

Bsp:
: L 6x ( d (3x?
Die folgenden Terme sind dquivalent: 3X, —, X-+/9, I3'dt, —|—
2 0 dx{ 2
Umformung: Terme und Gleichungen kénnen umgeformt werden. Meistens formt man

um, um die Lesbarkeit zu erhéhen, also um den Term/die Gleichung zu vereinfachen. Man
spricht von einer Aquivalenzumformung, wenn der umgeformte Term/die umgeformte

Gleichung zur urspriinglichen dquivalent ist. Auf Gleichungen bezogen bedeutet das, dass
die umgeformte Gleichung dieselbe Losungsmenge besitzen muss wie die urspriingliche.

Typische Aquivalenzumformungen sind addieren, subtrahieren, multiplizieren (auBer mit
null), dividieren (auBer durch null).

Auch das Erheben zum Exponenten der gleichen positiven Basis (a=b <> e* =¢”) und

logarithmieren (a=b < In(a) =In(b) a,b >0) sind Aquivalenzumformungen.

Quadrieren und das Ziehen einer Wurzel sind keine Aquivalenzumformungen.
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Bsp:

2x+5=9 |-5

2x=4|:2

X=2

Die beiden Umformungen sind Aquivalenzumformungen
x=2

x> =4

Das Quadrieren ist keine Aquivalenzumformung, die letzte Zeile hat als Losungsmenge {2,—2}.

Bsp vom Matura Haupttermin 2016:

x*=bx=0]:x

X-5=0

Begriinden Sie, warum die Gleichungen nicht dquivalent sind!

Antwort: "Die erste Gleichung hat als Lésungsmenge {5, 0} die zweite {5}" bzw. "Die Division
durch x ist verboten, wenn nicht sichergestellt ist, dass gilt: Xx=0"

Losbarkeit: Eine Gleichung ist ,I6sbar”, wenn Variablenbelegungen existieren, sodass die
Gleichung erfiillt ist. Die Losbarkeit einer Gleichung hangt oft von der Grundmenge ab. So
ist die Gleichung x+2 =1 in N nicht |6sbar, in Z aber schon.

Auch quadratische Gleichungen, die in R nicht |6sbar sind, werden I6sbar, wenn man die
Grundmenge auf C erweitert.
Bsp:

x2—2x+10=0

X, =1£/1-10 =1+ /-9 =143i

Die Gleichung hat zwei Losungen in C, aber keine in R.
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AG 2.1 - Einfache Terme und Formeln aufstellen, umformen und im Kontext
deuten konnen

Wichtig ist die Anmerkung am Ende der GK 2.x:

»Einfache Terme kénnen auch Potenzen, Wurzeln, Logarithmen, Sinus etc. beinhalten.
Umformungen von Termen, Formeln oder Gleichungen, Ungleichungen und
Gleichungssystemen beschranken sich auf Falle geringer Komplexitat.“

Was unter den Begriffen ,einfache” und ,geringe Komplexitat” zu verstehen ist, ist nicht
genau definiert.

Es geht in dieser GK prinzipiell darum, dass man Texte in die Sprache der Mathematik
Ubersetzen und Ergebnisse wieder aus der Mathematik in die verbale Sprache
rickiibersetzen kann, und dass man dazwischen die mathematischen Ausdriicke
entsprechend der Regeln der Mathematik umformen kann.

Insofern ist diese GK absolut grundlegend fiir fast jede Aufgabe, und sie tritt auch (implizit)
sehr haufig auf.

Insbesondere sind Teil 2 Aufgaben nur dann l6sbar, wenn man diese GK beherrscht.

Beispiele zum Aufstellen von Termen/Formeln:

Bsp. 1:

In der Elektrotechnik gilt, dass der elektrische Widerstand R proportional zur Lange (l) des
elektrischen Leiters und indirekt proportional zu dessen Querschnitt (A) ist. Der
Proportionalitatsfaktor ist eine Materialkonstante, namlich der spezifische elektrische

Widerstand (p). Stelle die Formel fiir R auf! =R= p~LA

Bsp. 2: Ein Gummiball springt bei den ersten paar Spriingen immer auf 70 % seiner
jeweiligen Ausgangshohe. Nehmen Sie an, der Gummiball fallt aus 2m Hohe.

Welche Funktionsgleichung H(n) driickt seine maximale Hohe beim n-ten Sprung aus?

H(n)=2-0,7"

Beispiele zum Umformen von Formeln:

X.
Bsp. 3: Gegeben ist die Gleichung z = —Zy . Formen Sie die Gleichung fiir g um:
a

a=

X.
Losung: a= Xy
Z

12



P
Bsp. 4: Gegeben ist die Gleichung 80 =1O'Ig10—_12 , wobei Ig der Logarithmus zur Basis 10

ist. Formen Sie die Gleichung fiir P um:

P

80=10-lg— |10
»]
8:|910*12 1o~
8 _ P -12
10 = 10
P=10"

Bsp. 5: Gegeben ist die Gleichung4-cos(x) =3. Finden Sie eine Losung x der Gleichung!

4-cos(x)=3|:4

cos(x) =0,75 |cos™

x =cos*(0,75) =0,72

Anmerkungen unter Bezugnahme auf die weiteren GK AG 4.2, FA 6.2, FA 6.3, FA 6.4:

Die Losung ist in der Einheit ,,Radiant”, nicht in Grad.

Die Losung ist nicht die einzig mogliche, da der Cosinus im Einheitskreis nicht eindeutig und
aullerdem periodisch ist.

Auch die Zahl X, =27 — X ist Losung, und alle Zahlen, die sich um eine ganzzahlige Periode

(in dem Fall 21t) von x oder xz unterscheiden.

Das Deuten von Termen und Gleichungen ist die Riickiibersetzung von Mathematik in den
Kontext.

Bsp. 6: Die Gleichung T(m) =5+0,03m beschreibt einen Mobiltelefontarif Tin Euro mit

einer Grundgebiihr und einer Gesprachsgebiihr pro Minute m. Wie hoch ist die
Grundgebiihr, wie hoch die Gesprachsgebiihr pro Minute?

Losung: Grundgebihr =5 Euro, Gesprachsgebihr 3 Cent.

13



Bsp. 7: Der radioaktive Zerfall eines Elements wird durch die Gleichung N(t) =4-10% .e %"

beschrieben, wobei N(t) die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atomkerne nach t Minuten
angibt.

Wie viele Atomkerne waren zum Zeitpunkt t = 0 vorhanden?
Lésung: 4-10%

Bsp. 8: Der Verlauf einer GrofRe x wird durch die Funktion f mit der Funktionsgleichung

XS

1
f(x)=—-x° +—O beschrieben.
3 3
Welche Information erhalt man in diesem Zusammenhang durch das Losen der Gleichung
0=x*-2x ?
Loésung:

Die Gleichung entspricht dem Nullsetzen der ersten Ableitung von f. Die Lésungen der
Gleichung entsprechen den Extremstellen von f.

Bsp. 9:

Ein Kind sitzt auf einer Schaukel und schaukelt. Der Abstand D (in Metern) der Schaukel von
der Ruhelage zum Zeitpunkt t (in Sekunden) kann durch folgende Funktionsgleichung

beschrieben werden. D(t) = 2-sin(%-t) .
a) Welche Informationen kann man aus dieser Gleichung herausholen?

Losung (mit GK FA 6.3):

Der maximale Abstand zur Ruhelage (die Amplitude) ist 2m.

Die Winkelfrequenz b ist % . Aus b=2zf und T:% folgt die Frequenz f :%Hertz und
die Schwingungsdauer T =4Sekunden .

b) Fir das Verhaltnis zwischen Schwingungsdauer T und der Léange der Schaukel L gilt

T :27r-,/% . Wie lang ist die Schaukel?

2
L:(ij 10=4.05m

T

14



AG 2.2 - Lineare Gleichungen Lineare Gleichungen aufstellen,
interpretieren, umformen/lésen und die Losung im Kontext deuten konnen

Eine lineare Gleichung ist eine Gleichung, in der alle Variablen in der ersten Potenz
vorkommen, also keine Quadrate, Potenzen, Wurzeln oder Variable im Nenner. Die
allgemeine Form der linearen Gleichung in zwei Variablen x und y lautet:

y=k-x+d

Dabei ist x die unabhangige Variable und y die abhangige Variable. Wenn man so eine
Gleichung als Graph darstellt, erhdlt man eine Gerade. Bezogen auf den Graphen bezeichnet
der Parameter k die Steigung der Geraden, der Parameter d gibt an, an welchem Punkt die
Gerade die y-Achse schneidet, namlich im Punkt (0 | d).

Die abgebildete Gerade entspricht der Gleichung y :%x+1

Den meisten linearen Gleichungen entspricht eine lineare Funktion f (xX) =k -x+d, es gibt
aber eine wichtige Ausnahme:

Geraden, die parallel zur y-Achse verlaufen, entspricht keine Funktion, da dann einem x-
Wert unendlich viele y-Werte zugeordnet werden wiirden.
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Bsp. 1: Eine Gerade verlduft durch die Punkte (1]|3) und (3|0). Stelle eine Gerade auf, die
beide Punkte enthalt, und gibt die Parameter k und d an!

y k=-1,5 d=4,5

Algebraisch (GK AG 3.4):

| o) =5
=(IGC)E) =orar-s

_ —3x+9

w
i

0 X

-1 0 1 2 5\4

Bsp. 2: Die Geschwindigkeit v eines Autos wird durch die lineare Gleichung v=V, +a-t

=-15x+4,5

beschrieben, wobei t die Zeit in Sekunden, a die Beschleunigung und vo die Geschwindigkeit
zum Zeitpunkt t =0 ist. Berechne fur a = -4 m/s? und vo = 30 m/s, wie lange es dauert bis
das Auto steht.

v=Vv,+a-t = 0=30-4t
4t =30 t =7,5Sekunden

Bsp. 3: Die lineare Gleichung T =5+0,03m beschreibt einen Mobiltelefontarif Tin Euro
mit einer Grundgebiihr und einer Gesprachsgebiihr pro Minute m. Wie hoch ist die
Grundgebiihr, wie hoch die Gesprachsgebiihr pro Minute?

Loésung: Grundgebihr =5 Euro, Gesprachsgebihr 3 Cent.

Lineare Gleichungen kénnen auch mehr als 2 Variablen enthalten:

Bsp. 4: Ein Blumenstraul’ soll aus insgesamt 20 Blumen bestehen und er soll aus t Tulpen,
I Lilien und n Narzissen zusammengesetzt sein. Tulpen kosten € 1,50, Lilien €1,20 und
Narzissen €0,80 pro Stlick. Insgesamt soll der Straul’ € 25 kosten. Welche Gleichungen
entsprechen dem Text?

t+1+n=20

Losung:
UNE 1 5.t4+12.140,8-n=25

Anmerkung: Mit nur zwei Gleichungen bei drei Variablen ist das Gleichungssystem nicht
eindeutig l6sbar, es gibt also mehrere Losungen, zB (10 | 5 | 5) oder (6 | 8 | 8).
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AG 2.3 - Quadratische Gleichungen in einer Variablen

Eine quadratische Gleichung in einer Variablen ist eine Gleichung, in der die Variable nurin
zweiter Potenz und eventuell auch in erster Potenz vorkommt. Mit Hilfe von
Aquivalenzumformungen kann eine quadratische Gleichung immer auf folgende Form
gebracht werden.

a-xX*+b-x+c=0 ab,ceR;a=0

Anmerkung: Die Form X + p-Xx+Q =0 ist ein Spezialfall der ersten Form, eben mit a = 1.

_ —b++/b%—4ac

Die Lésungsformel lautet: X, >
a

Der Ausdruck unter der Wurzel heiRt Diskriminante D: D =b?—4ac
Diskriminieren heil$t wortlich "unterscheiden", und je nach Wert der Diskriminante D gibt es
unterschiedlich viele reelle Lésungen der quadratische Gleichung.

Es gilt:

D > 0= zwei reelle Losungen
D = 0= eine reelle L6sung
D < 0= keine reelle Losungen, aber zwei komplexe (nicht-reelle) Losungen

Bsp 1:

Gegeben ist die Gleichung 2-x? +3-x—2=0. Bestimme die reellen Lésungen der Gleichung!

B9 -42(-2) -3+\9+16_-3+y25 345

12 4 4 4 4

1
=-2; X,=—
X 275

Bsp 2:

Gegeben ist die Gleichung 3-x? +b-Xx+2=0. In welchem Zahlenbereich muss b liegen, dass
die Gleichung zwei reelle Losungen hat? Gib den Zahlenbereich an!

D=b?-4ac=b>-24>0 = Db’ >24=b < /24 oderb> /24
b e (—o0;—24) U (724 +00)

Kommentar: Das Bestimmen der nicht-reellen Lésungen bei D < 0 ist nicht Teil der
Grundkompetenz, man muss aber wissen, dass es solche Losungen gibt bzw. dass jede
quadratische Gleichung eine oder zwei verschiedene Losungen in C hat.
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Zu jeder quadratischen Gleichung der Form a-x* +b-x+c = 0 gibt es eine dazugehérige
guadratische Funktion f mit der Funktionsgleichung

f(x)=a-x*+b-x+c

Die reellen Losungen der quadratischen Gleichung entsprechen den Nullstellen der
dazugehorigen quadratischen Funktion.

Es gilt also abhangig von der Diskriminante D:

D > 0= f hat zwei Nullstellen
D =0= f hat eine Nullstelle, der Funktionsgraph berthrt dort die x-Achse
D <0 = f hat keine Nullstelle

Der Funktionsgraph einer quadratische Funktion ist immer eine Parabel. Wenn der
Leitkoeffizient a positiv ist, dann ist die Parabel nach oben offen, wenn a negativ ist, ist die
Parabel nach unten offen.

Bsp 3:

Gegeben sind drei Graphen von quadratischen Funktionen der Form f (x) =a- x> +b-x+c.

Bestimme jeweils das Vorzeichen von a und das Vorzeichen der Diskriminante D der
zugehorigen quadratischen Gleichung!

44
2-
2-
0 T 0 T ]
1 T T -2 /0 2 \ 4
4 ) 0 2
Losung:
a>0 a<0 a>0
D=0 D>0 D<O0
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AG 2.4 - Lineare Ungleichungen

Lineare Ungleichungen in einer Variablen:
Eine lineare Ungleichung verkipft zwei lineare Terme mit einem Vergleichszeichen. Die vier
Vergleichszeichen sind <, <, >, >.

Bsp 1: 3X+4<2x-7

Anmerkung: Die Vergleichszeichen werden auch oft Ungleichheitszeichen genannt. Es gibt
aber noch ein flinftes Ungleichheitszeichen, namlich die Ungleichheit selbst: #

Dieses kommt aber in linearen Ungleichungen sehr selten vor, es wird eher beim Festlegen
von Definitionsmengen verwendet.

Eine Ungleichung l6sen heiBt, den/die Zahlenbereich/e der Grundmenge zu ermitteln, fir die
die Ungleichung eine wahre Aussage ist. Dazu vereinfacht man die Ungleichung durch
Aquivalenzumformungen.

Wichtige Regel: Bei Multiplikation oder Division mit einer negativen Zahl dreht sich das
Vergleichszeichen um.

Bsp 1 I6sen:
3X+4<2x—7 |-3x+7

11<—x |-(—1)
-11>x
Bsp 2:

Fiir welche ganzen Zahlen gelten folgende zwei Ungleichungen:
7x-1<3+2x und 5x—2>3x-1

Losung:

7Xx-1<3+2x und 5x—2>3x-1
bx<4 und 2x>1

X <0,8 und x>0,5

Es gibt keine ganze Zahl, die beide Bedingungen erfiillt.

Bsp 3:
Fiir welche reellen Zahlen gelten diese zwei Ungleichungen:
7x-1<3+2x und 5x—2>3x-1

L6sung wie bei Bsp. 2
Das Lésungsintervall ist (0,5; 0,8]
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In der Intervallschreibweise driicken runde, Klammer aus, dass der Randwert nicht Teil des
Intervalls ist, bei eckigen Klammern ist der Randwert im Intervall enthalten. Die
Unendlichkeitssymbole —oundoo werden immer mit runden Klammern in das Intervall
einbezogen.

Bsp 4:

—2<x<3 = [-2;3)
5<x<8 =(5;8)

6 <X = [6;oo)

x<10 = (-;10)

Die graphische Interpretation einer Ungleichung in einer Variablen ist ein Abschnitt am
Zahlenstrahl. Dabei wird ein offenes Intervallende (runde Klammer) oft durch einen kleinen
Kreis dargestellt, und ein geschlossenes Intervallende (eckige Klammer) durch einen vollen
Punkt.

Bsp 5: Lose die Ungleichung 2X+ 7 <5x—2und stelle die Léung graphisch dar!
Lésung:
2X+7<5x—-2

9<3x
3<X

Bsp 6: Lose die Ungleichung 4X+7 >—-5X—2 und stelle die Léung graphisch dar!

Losung:
4Xx+7>-5x-2
9x>-9
x=>-1
2 g 0 1 2 3 4 5 6
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Lineare Ungleichungen in zwei (oder mehr) Variablen:

Nach derzeitiger Interpretation (Marz 2015) sind nur lineare Ungleichungen in einer
Variablen im Bereich der Grundkompetenzen. Wahrend aber das Lésen von
Ungleichungssystemen mit zwei (oder mehr) Variablen und die graphische Interpretation der
Losung die Grundkompetenzen wahrscheinlich wirklich Gberschreitet, ist das Aufstellen von
solchen Ungleichungen eigentlich nicht explizit ausgeschlossen und kénnte ohne Anderung
der GK in der nsRP vorkommen.

Bsp 6:

Ei:TreibstoffhéndIer verkauft Benzin und Diesel. Um Lieferengpdasse zu vermeiden, mochte
er von beiden Treibstoffen jeweils immer mindestens 2000 Liter vorratig haben. Insgesamt
hat er eine Lagerkapazitat von 50 000 Litern.

Die Menge gelagerten Benzins wird mit b bezeichnet, die Menge gelagerten Diesels mit d.
Beide Mengen sind jeweils in Litern angegeben.

Welche der folgenden Ungleichungen missen jedenfalls zutreffen, damit die gewlinschten
Lagerbestandsbedingungen erfillt sind?
Kreuzen Sie die beiden zutreffenden Ungleichungen an!

b +d <50 000 O

b <2000 O

d<b O

50 000 O
2000 > d

b +d > 4000 O

Losung: Nur die erste und die fiinfte Ungleichung entsprechen dem Angabetext.
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AG 2.5 - Lineare Gleichungssysteme in zwei Variablen

Ein lineares Gleichungssystem in den zwei Variablen x und y kann durch
Aquivalenzumformungen immer auf folgende Form gebracht werden:

a,-X+b-y=c¢
a, - X+b,-y=c, mit a,,b,c,,a,,b,,c, eR

Bsp 1:
3-X+2-y=5

4.x-3-y=1

Losen eines linearen Gleichungssystems bedeutet, dass man Wertepaare (x|y) sucht, die
beide Gleichungen erfiillen.

Dabei gibt es genau drei Losungsfalle:
1. Esgibt genau eine Losung (ein Wertepaar).
2. Esgibt unendlich viele Loésungen.
3. Es gibt keine Losung.

Da jeder der beiden linearen Gleichungen eine Gerade im RR? entspricht (AG 2.2),
entsprechen diesen Losungsfallen folgende geometrische Situationen:
1. Esgibt genau eine Losung. <= Die beiden Geraden schneiden sich in einem Punkt.
Das Wertepaar (x|y) der Loung entspricht den Koordinaten des Schnittpunktes.
2. Esgibt unendlich viele Lésungen. <= Die beiden Geraden sind ident. Die
Koordinaten aller Punkte auf der Geraden sind Losungen des Gleichungssystems.
3. Esgibt keine Lésung. << Die beiden Geraden sind parallel.

Um ein lineares Gleichungssystem algebraisch zu I16sen, verwendet man meist die
Additionsmethode. Dabei werden die Gleichungen so mit reellen Zahlen multipliziert, dass
man danach durch Addition beider Gleichungen eine der beiden Variablen eliminiert. Die
addierte Gleichung ist dann nur mehr eine lineare Gleichung in einer Variablen, die man
leicht I6sen kann. Dabei gibt es nun entsprechend der drei Lésungsfalle drei algebraische
Situationen fir die finale (letzte) Gleichung:

1. Esgibt genau eine Losung. <= Die finale Gleichung gibt den Wert der Variablen an,

zB.x=3
2. Esgibt unendlich viele Losungen. << Die finale Gleichung ist eine Identitat, z.B. 2 =2
3. Esgibt keine Loésung. <= Die finale Gleichung ist ein Widerspruch, z.B. 2 =5

Fiir den Fall, dass es genau eine Losung gibt, kann man den Wert der zweiten Variablen

durch Einsetzen des berechneten Wertes der ersten Variablen in eine der beiden
urspriinglichen Gleichungen leicht ermitteln.
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Bsp 2: graphische Losung:
3-x+2-y=5 |3

4-x-3-y=1 |2

9x+6y=15
8x—-6y=2
17x =17

x=1 14 S

3X+2y=5 4x-3y =1

Einsetzen in die erste Gleichung: b B 6 i
3-1+2-y=5

2.-y=2

y=1 -2

=S =(11)

Vektorielle Aspekte:
Die Normalvektoren der beiden Geraden entsprechen den Koeffizienten der beiden
Variablen:

SNAEN

Wenn die beiden Normalvektoren zueinander parallel sind, alsori, =k -fi, mitk e R;k =0,

dann sind die beiden entsprechenden Geraden ident oder parallel, es gibt also entweder
unendlich viele Losungen des Gleichungssystems oder keine Losung. Wenn gilt ¢, =k -c,und
k der gleiche Proportionalitatsfaktor ist wie zwischen i, und fi,, dann sind die Geraden ident,
sonst sind sie parallel.

Wenn die beiden Normalvektoren der beiden Geraden nicht parallel sind, gibt es immer
genau einen Schnittpunkt.

Bsp 3:
4-x+3-y=5
2-X+b-y=c

Finde Werte fiir b und ¢, so dass das Gleichungssystem keine Losung hat!

(4 . (2 _ _ 4=2-k=k=2
n=_1| n= n=k-n,
3 b 3=b-k=b-2=b=15

5 5
Fiir den Parameter ¢ kann man jeden Wert wahlen mit Ausnahme von E = E =25.

Wir wahlen z.B. ¢ = 1, also ist eine mogliche Losung: b=15; c=1
Da es zu jeder Geraden unendlich viele parallele Gerade gibt, ist die Losung nicht eindeutig.
Der Parameter ¢ kann alle Werte annehmen bis auf den, der zur identen Geraden gehort.
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Bsp 3:

Auf einer Wiese sind Mutterschafe (weibliche Schafe) und Widder (ménnliche Schafe). Die

Anzahl der Mutterschafe wird mit x bezeichnet, die Anzahl der Widder mit y.

a) Interpretiere die Gleichung: 2x=5y+3
b) Stelle eine Gleichung auf, die angibt, dass insgesamt 19 Schafe auf der Wiese sind.

c) Lose dann das Gleichungssystem um herauszufinden, wieviele Mutterschafe und wieviele

Widder auf der Wiese sind!

Losung:

a) Wenn man die Anzahl der Widder auf der Wiese verflinffacht und dann noch drei Widder

dazugibt, dann hat man doppelt so viele Widder wie Mutterschafe auf der Wiese. (auch
andere Antworten sind moglich)

b) x+y=19

c)

2x=5y+3 |-5y
x+y=19 [(-2)
2x-5y=3
—2Xx—-2y=-38

—7y=-35 = y=5

X+5=19 = x=14

Es sind 14 Mutterschafe und 5 Widder auf der Wiese.

Bsp 4:
Gib eine Losung des folgenden Gleichungssystems an, wenn es eine gibt!
2-Xx—3-y=5

—6-X+9-y=-15
Losung:

2-Xx—3-y=5 |-3
—6-Xx+9-y=-15
6-x—-9-y=15
—6-X+9-y=-15

0=0 = Identitat, es gibt unendlich viele Lésungen.

Wahle geschickt, z.B. x = 4, dann gilt entsprechend der ersten Gleichung:
2-4-3-y=5 |—5+3y

3=3y Also ist das Wertepaar (4|1) eine mogliche Losung.
y=1

24



AG 3.1 - Vektoren als Zahlentupel

Ein Vektor a mit der Dimension n ist ein geordnetes Zahlentupel mit n Komponenten:

Bsp. 1: n=3:a=|-2

Vektoren mit der Dimension 2 kénnen als Punkte oder Pfeile in der Ebene R? betrachtet
werden.

Vektoren mit der Dimension 3 kénnen als Punkte oder Pfeile im Raum R® betrachtet
werden.

Vektoren mit hoheren Dimensionen haben keine unmittelbare geometrische Interpretation.
Man kann aber Daten, die in Spalten eingetragen sind, mit Vektoroperationen behandeln.
Typische Anwendungen sind solche, die mit Tabellenkalkulationsprogrammen ausgefiihrt
werden konnen (z.B. Lagerbestand, Einkauf).

Bsp. 2: Eine Tankstelle bietet 4 Sorten Treibstoff an. Wieviel am Anfang des Tages von jeder
Sorte vorratig ist, wird im Vektor V angegeben. Die Preise der einzelnen Sorten werden im
Vektor P angegeben. Die an einem Tag verkaufte Menge der einzelnen Sorten wird im
Vektor S angegeben.

Interpretiere die beiden folgenden Ausdriicke! Welche der beiden Terme K, U sind
Vektoren?

K=V-8
U=S-P

Losung:

K ist ein Vektor, der angibt, wieviel Treibstoff am Ende des Tages von jeder Sorte noch
vorhanden ist (wenn man annimmt, dass an diesem Tag kein Treibstoff angeliefert wird).

U ist kein Vektor sondern eine Zahl (ein Skalar). U wird durch das Skalarprodukt von S und P
ermittelt und gibt die Tageseinnahmen durch Treibstoffverkauf an.
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Bsp. 3: Ein Schwimmbad hat verschiedene Eintrittspreise fiir Erwachsene, Kinder,
Jugendliche und Senioren. Die Preise sind in dieser Reihenfolge in Euro im Vektor P
dargestellt:

4,20
1,80
3,20
3,50

Eine Familie mit zwei Erwachsenen, drei Kindern und einem Jugendlichem kommt zur Kassa.

Stelle den entsprechenden Besuchervektor B auf! Gib dann eine Formel an, wie man aus
den beiden Vektoren den Gesamteintrittspreis G fiir die Familie berechnen kann und
berechne diesen!

Lésung:
2 4,20\ (2
3 180 |3
B= ;. G=P-B= . =8,4+5,4+3,2+0=17 Euro
1 3,20 |1
0 3,50) 10

26



AG 3.2 - Vektoren geometrisch deuten

Vektoren mit der Dimension 2 kénnen als Punkte oder Pfeile in der Ebene R? betrachtet

werden, Vektoren mit der Dimension 3 kdnnen als Punkte oder Pfeile im Raum RR®
betrachtet werden.

Ein Punkt A wird durch seine Koordinaten festgelegt. Zu jedem Punkt A der Ebene (und des
Raumes) gehort ein eindeutiger Ortsvektor 0A, der vom Ursprung (0]0) (bzw. (0|0]0)) zu
dem Punkt A verlauft. So kann man Punkte als Vektoren betrachten, und mit ihnen rechnen
wie mit Vektoren.

Anmerkung: Der Begriff des Ortsvektors ist nicht GK.

A=(3,2)

OA=(3,2)

0 1 2 3 4

Der Pfeil AB ist eine orientierte Strecke, die von Punkt A zu Punkt B verlauft:

Den zum Pfeil AB gehorigen Vektor a erhalt man, indem man die Koordinaten des Punktes

A von denen des Punktes B subtrahiert: a=B—A.

- 1) (3 -2
Gemal} obiger Skizze mit A=(3|2) und B=(1|3) gilt: a= B—A:(gj—(zJ :£ 1 j
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c
44 ®
Bsp. 1:
B
34 ]
D
Gegeben sind vier Punkte A, B, C, D 2 *
gemal der Skizze und ein Vektor A
4 14 L]
V= .
(]J 0 N
0 1 2 3 4 5 6 7

Welchem Punkt entspricht dieser Vektor (als Ortsvektor) und welchem Pfeil ?Pz' entspricht

er, wenn P1 und P; jeweils einem der vier gegebenen Punkte entsprechen?

Losung: Der Vektor entspricht (als Ortsvektor) dem Punkt A und dem Pfeil DB.

Bsp. 2:
2 —4
Gegeben ist der Punkt P =| =3 | im R® und der Vektor v=| 5
6 1

Deute in diesem Zusammenhang die GleichungQ =P +v !

Loésung:

Man gelangt zum Punkt Q, wenn sich man ausgehend von P um den Vektor v bewegt.

2 -4 —2
Der Punkt Q hat die Koordinaten Q=| -3 [+| 5 |=| 2
6 1 7
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AG 3.3 - Rechenoperationen mit Vektoren

- (a _ (b
Im Folgendensind a=| * |und b=| "
ay by

[a} ( ) (a +b}
Fiir die Vektorsumme gilt: a+b=
a +b

a,
Fur die Multiplikation mit einem Skalar gilt: k-
ay k-a,

] zwei Vektoren, undk e R .

-~ (a/ (b
Fur das Skalarprodukt zweier Vektoren gilt: a-b :(axj.(be =a,-b +a, b =cmitceR
y y

Das Ergebnis eines Skalarprodukts zweier Vektoren ist also eine Zahl (ein Skalar) und kein
Vektor.

(0

a&@(f’j:2-(—3)+5-1=—6+5=-1

Geometrische Interpretationen:

Die Vektorsumme erhdlt man geometrisch, indem man den Schaft (das Ende) des zweiten
Vektors an die Spitze des ersten Vektors verschiebt. Der Summenvektor geht dann vom
Schaft des ersten zur Spitze des zweiten Vektors.

Vektoren kann man subtrahieren, indem man zuerst den zu subtrahierenden Vektor

umdreht (durch Multiplikation mit -1) und danach addiert: a—b=a+ (—5)

Eine Multiplikation mit einem Skalar hat zwei Aspekte:

1. Das Vorzeichen: Ist das Vorzeichen des Skalars negativ, dreht sich die Orientierung
des Vektors um. Ist das Vorzeichen positiv, bleibt die Orientierung.

2. Der Betrag des Skalars: Ist der Betrag des Skalars groRer als eins, dann wird der
Vektor um diesen Faktor gestreckt, er wird langer.
Liegt der Betrag des Skalars zwischen 0 und 1, dann wird der Vektor um diesen Faktor
gestaucht, er wird kirzer.
Ist der Wert des Skalars null, reduziert sich der Vektor auf den Nullvektor.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren beinhaltet eine Information iber den Winkel, den die
Vektoren einschliefen. Im Rahmen der GK reicht es zu wissen, dass das Skalarprodukt
zweier Vektoren genau dann null ergibt, wenn die beiden Vektoren rechtwinkelig (normal)
aufeinander stehen.
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o ]

Stelle graphisch dar: a-—

Bsp 3: Gegeben sind die Vektoren a=

3 X
2 lundb=|4]|.
-6 1

Bestimme x so, dass die beiden Vektoren aufeinander normal stehen!

X
Losung: a-b=

14 |=3x+8-6=0 :>3x+2:0:>x:—§
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AG 3.4a - Geradengleichungen und Lagebeziehungen von Geraden
in der Ebene
Es gibt verschiedene Arten, eine Gerade in der Ebene als Gleichung darzustellen:
A) Explizite Form (auch Hauptform, manchmal auch allgemeine Geradengleichung):
y=k-x+d
Bei dieser Form bezeichnet k die Steigung der Geraden und d den y-Achsen Abschnitt.

3-

y = 0,5x+1

Anmerkung: Senkrechte Gerade kdnnen nicht in dieser Form dargestellt werden.

B) Parameterform X =A+s-a
Eine Gerade kann durch einen Punkt A und durch einen Richtungsvektor a festgelegt
werden.
4 gt X=E+s-EF=E+s-a
2 E
Das bedeutet, dass man zu jedem Punkt X der
. F ° Geraden gelangen kann, wenn man beim Punkt E
beginnt und dann eine gewisse Strecke in Richtung
P des Vektors 5geht (oder entgegen seiner Richtung).
Die Variable s ist der Parameter.
; 0 1 2 3 4

C) Normalvektorform
Zu jedem Vektor -- und daher zu jeder Geraden -- in der Ebene gibt es Normalvektoren.
Diese sind alle parallel, und sie unterscheiden sich nur durch ihre Lange und

Xj und einen beliebigen

- n
Orientierung. Wenn man einen beliebigen Normalvektor n = (n
y

Punkt A= (aX | ay) einer Geraden in die Gleichung

- - n. ) (x n )\ a,
n-X=n-A bzw. . = einsetzt, dann erhalt man die
ny y ny ay

Normalvektorform der Geraden.
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D) Implizite Form (auch allgemeine Form): a-x+b-y=c bzw. a-x+b-y—c=0
Wenn man die Normalvektorform ausmultipliziert, erhalt man die implizite/allgemeine
Form der Geradengleichung. Die Parameter a und b bilden einen Normalvektor der
Geraden.

Bsp1: g X:(:J+S-(:i] A=(4|3);a:[:ﬁjﬁ:£_12]
(jZMQZ{—g@ = X-2y=4-6

X—2y=-2

Umwandlungen zwischen den Formen anhand eines Beispiels:

1 4
Bsp. 2: Gegeben ist eine Gerade g in Parameterform: ¢g: X :( 3j+s-( J

1
Az(H—Qiaz(szjﬁ:(i]

1) (X 1) 1
[ )( ]:[ J[ 3) = X+4y=-11 Normalvektorform und implizite Form

4)\y 4
X+4y=-11 |-x
Fur die explizite Form (Hauptform) muss man y isolieren: 4y =-x-11 |: 4
1t
4 4

Um wieder zurilick zur impliziten Form zu kommen ist es glinstig mit dem gemeinsamen
Nenner zu multiplizieren, und dann muss man nur beide Variablen auf eine Seite bringen:

1 11
- Zx-== |4
y 4 4 |
4y =-x—-11 |+X
X+4y=-11

Um von der impliziten Form auf die Parameterform zu kommen, benétigt man den
Richtungsvektor der Geraden und einen Punkt P.

Den Richtungsvektor erhalt man als Normalvektor des Normalvektors. Einen Punkt findet
man, wenn man eine Koordinate (x oder y) auf 0 oder 1 setzt und die andere ausrechnet:

(1) . (-4
X+4y=-11 = n:(4j:>a:(1J

Setzey=0 = x+0=-11 = x=-11 = P(-11|0)

(o))
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Anmerkung: Die Gerade hat nicht die gleiche Parameterdarstellung wie urspriinglich, man
kann aber zeigen, dass beide Parametergleichungen eine idente Gerade darstellen.

Lagebeziehungen zwischen Punkt und Gerade:

Ein Punkt P liegt entweder auf einer Geraden g oder nicht.

Wenn gilt P € g, dann muss das Einsetzten der Koordinaten von P in die Geradengleichung

eine wahre Aussage erzeugen (etwa 3 = 3).
Wenn gilt P ¢ g, dann muss das Einsetzten der Koordinaten von P in die Geradengleichung

eine falsche Aussage erzeugen (etwa 3 = 2).
Am schnellsten Gberprift ist das mit der Normalvektorform.

Bsp. 3: Gegeben ist eine Gerade ¢:3x—2y =6 und die drei Punkte P=(2|0), Q=(3|-1) und
R(xr|6). Uberpriife, ob P und Q auf g liegen, und bestimme die fehlende Koordinate xz von R
so, dass R auf g liegt!

Loésung:

Peg? 3-2-2-0=6=>Peg

Qeg? 3-3—2-(—1):11¢6:>Q$g

R: 3x;-2:6=6 =3x;=18=x,=6 R=(6|6)

Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden:

Zwei Gerade g: X = A+s-a und h: X =B+t-bin der Ebene kénnen drei Arten von
Lagebeziehungen haben:

e schneidend
e parallel
e ident

Wenn die Richtungsvektoren (oder die Normalvektoren) beider Geraden Vielfache
voneinander sind, also wenn gilt d =k ~5, k € R, dann sind die Geraden parallel oder ident,
sonst sind sie schneidend.

Wenn die Richtungsvektoren parallel sind und zusatzlich ein Punkt der Geraden g auf h liegt,
also wenn gilt Ae h, dann sind die beiden Geraden ident, sonst parallel (und nicht ident).

Die Lagebeziehung kann man gut tberprifen, wenn die Geradengleichungen in
Normalvektorform vorliegen. In diesem Fall I6st man das entsprechende Gleichungssystem
in den 2 Variablen x und y. Die Losungsfalle entsprechen den Lagebeziehungen wie folgt:

e genau eine Losung (x|y) = Die Losung entspricht den Koordinaten des Schnittpunkts
e keine Losung (die finale Gleichung lautet z.B. 2 = 0) = parallel
e unendlich viele Lésungen (die finale Gleichung lautet z.B. 3 = 3) = ident
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Bsp 4: Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden g und h:

s

h: 8x+6y=4

Bestimme die Lagebeziehung der beiden Geraden und gegebenenfalls den Schnittpunkt!

Losung:
5 -3 ﬁ 4 ﬁ 8
= p— = =
57| 4 “713 "“le
- - 4 8 4=k-8=k=0,5
Ng =k-nn ? =k-
3 6 3=k-6=>k=0,5

Die Normalvektoren sind parallel. Wenn jetzt der Punkt (4]-5) auf h liegt, sind die Geraden
ident, sonst parallel.

(4|-5)eh?  8.4+6-(-5)=32-30=2#4=(4|-5)¢h = gund hsind parallel.

Bsp. 5: Gegeben sind die Gleichungen zweier Geraden g und h:
g: ax+4y=b
h: 5x—2y=3

Bestimme die Parameter a und b so, dass die Geraden parallel sind!
Loésung:

Damit die Normalvektoren parallel sind muss gelten:

a 5 a=k-5
=k- =a=-10
4 -2 4=k-(-2)=>k=-2

Nun darf, damit die Geraden parallel sind, folgendes Gleichungssystem keine Losung haben:

-10x+4y=Db
5x-2y=3 |2

-10x+4y=Db
+10x—-4y =6

O=b+6 = b=-6 (sonstsind die beiden Geraden ident)

Eine mogliche Losung ist also: a=-10;b=1

Allgemein: a=-10; b= -6
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AG 3.4b - Geradengleichungen und Lagebeziehungen von Geraden
im Raum
Eine Gerade im Raum kann nur in Parameterform dargestellt werden:

g X=A+s-a

Anmerkung: Eine Gerade im Raum hat keinen (bis auf Lange und Orientierung) eindeutig
bestimmten Normalvektor, sondern eine Normalebene.

Bsp 1: Gegeben sind die Punkte A =(2]|-3|-5) und B=(8|0]2). Stelle eine Gerade g auf, die
beide Punkte enthalt!

8 2 6
AB=B-A=|0|-|-3|=|3
2 -5 7
Lésung: g: X =A+s-AB
2 6
g: X=|-3|+s:|3
-5 7

Lagebeziehungen Punkt und Gerade:

Ein Punkt P liegt entweder auf einer Geraden g oder nicht.

Wenn gilt P € g, ergibt das Einsetzen von P in die Geradengleichung fiir alle drei

Komponenten denselben Wert fiir den Paramter s.
Wenn gilt P ¢ g, ergibt das Einsetzen von P in die Geradengleichung zwei oder drei

unterschiedliche Werte fir den Paramter s.

2 3
Bsp 2: Gegeben ist eine Gerade g: X =| 0 |+S-| 1 |und ein Punkt P = (8|py|p.).
-3 7

Bestimme die fehlenden Koordinaten von P so, dass gilt: P e g

Losung:
8 2 3 8=2+3s
Peg? p, |=| 0 |+s| 1 |= p,=0+s
Py -3 7 p,=-3-7s

Py, =2

also P=(8]2]-17).
p,=-3-7-2=-17

Aus der obersten Gleichung folgt s = 2, damit gilt:

Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden:
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Zwei Gerade g: X = A+s-a und h: X =B+t-bim Raum kénnen vier Arten von
Lagebeziehungen haben:

e parallel

e ident

e schneidend
e windschief

Wenn die Richtungsvektoren beider Geraden Vielfache voneinander sind, also wenn gilt
d=k-b,k e R, dann sind die Geraden parallel oder ident.

Wenn die Richtungsvektoren parallel sind und zusatzlich ein Punkt der Geraden g auf h liegt,
also wenn gilt Ae h, dann sind die beiden Geraden ident, sonst parallel.

Wenn die Richtungsvektoren beider Geraden nicht parallel sind, dann sind die Geraden
schneidend oder windschief.

Um zu Uberpriifen, welcher dieser beiden Falle vorliegt, setzt man die beiden Geraden
gleich. Man erhalt dabei ein Gleichungssystem mit zwei Variablen (den beiden Parametern s
und t) und drei Gleichungen. Man muss dieses Gleichungssystem dann I6sen. Wenn es eine
eindeutige Losung fir beide Parameter gibt, dann erhalt man den Schnittpunkt, indem man
z.B. den Wert des Parameters s in die Geradengleichung fiir g einsetzt (oder t in die
Geradengleichung von h).

Wenn das Gleichungssystem nicht in allen drei Gleichungen dieselben Werte fiir s und t
liefert, dann sind die Geraden windschief.

Bsp 3: Gegeben sind die Gleichungen dreier Geraden g, h und j.
Uberpriife die Lagebeziehungen zwischen den drei Geraden!

2 3 8 -9 6 1
g: X=|0 |+s:| 4| h: X=8 |+t|-12| j: X=| 6 |[+u-|?2
-3 -2 —7 6 -2 3

Losung: Zuerst Uberprifen wir g und h, und dabei zuerst die beiden Richtungsvektoren:

3 -9 3k=-"9=k=-3 . .
Die beiden Vektoren sind parallel,
k-] 4 |=|-12| =4k=-12=k=-3 . .
also sind g und h ident oder parallel
-2 6 —2k=6=>k=-3
8 2 3 8=2+3s=>s5=2
8 |={0|+s:|4| = 8=4s=>5=2 Die beiden Geraden g und h sind ident.
-7 -3 -2 —71=-3-25=>s=2
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Da g und h ident sind, muss man nur mehr g und j Gberpriifen, wieder beginnen wir mit den

Vektoren:
3 1 k=1=k=
Die beiden Vektoren sind nicht parallel,
kel 4 |=|2| = 4k=2=k= ; _ . . .
5 3 2 also sind g und j schneidend oder windschief.

—2k:3:k=—%

Nun setzen wir die Geraden gleich:

2 3 6 1 2+35s=6+U
0 |+s+| 4 |=| 6 |+uU-| 2 = 4s=6+2u
-3 -2 -2 3 -3-25s=-2+3u

Von diesen drei Gleichungen wahlt man zwei aus und |6st das Gleichungssystem. Dann
Uberpriuft man, ob die Losungen auch fir die dritte Gleichung gelten.

Wir wahlen die ersten beiden Gleichungen:
2+3s=6+Uu |-(-2) - —4-6s=-12-2u
4s=6+2u 4s=6+2u

}+

—4-25=-6 = s=1 durch Einsetzen in die zweite Gleichung folgt u=-1

Wir Uberprifen die Losungen anhand der dritten Gleichung:

—3-2.1=-2+3-(-1)
—5=-5

Die Geraden haben also einen Schnittpunkt S.

2 3 6 1 5
Esgilt: S=| 0 |+1-| 4 | oderS=| 6 |+(-1)-| 2 also S=| 4
-3 -2 -2 3 -5

Die Geraden g und j sind schneidend, ihr Schnittpunkt ist S = (5]|4]-5).

Anmerkung: Das Schneiden von Geraden in Parameterform funktioniert in gleicher Weise

auch im R?. Es ist aber rechenaufwéndiger als das Arbeiten mit der Normalvektorform.
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AG 3.5 - Normalvektor in der Ebene (im Rz)

Zu jedem (vom Nullvektor verschiedenen) Vektor a in der Ebene (im R?) gibt es
Normalvektoren. Diese sind zueinander alle parallel, und sie unterscheiden sich nur durch
ihre Lange und Orientierung.

Fur zwei (vom Nullvektor verschiedene) Vektoren a und Bgilt:

a und bsind genau dann zueinander normal, wenn das Skalarprodukt der beiden Vektoren

null ergibt: albeab=0

Einen Normalvektor zu einem Vektor 5 in der Ebene kann man leicht konstruieren: Man
vertauscht die beiden Komponenten, und verdandert bei einer Komponente das Vorzeichen.

Bsp. 1:

- 4 - 1 - 2 - -1
a= =Na= ; aberauch na, = und nasz = sind
-1 4 8 —4

Normalvektoren zu a.

4 1
Beweis: . =4-4=0
)

1 3
Bsp 2: Gegeben ist die Gerade g: X =( 3j+s-(7j und der Punkt A=(3|-2).

Stelle eine Gerade h auf, die A enthélt und die zu g normal ist.

- (3 _ - [T 3 7
Losung: ag:(7j:>ng:( 3j:>h:xz( 2)4.1-.( 3)

Bsp 3: Gegeben ist das Dreieck ABC mit A
A=(2|-1); B=(3|-5); C=(0]-6)

Uberpriife, ob das Dreieck bei B einen rechten Winkel hat!

. 1) — -3
AB=B-A= : BC=C-B= n
4 -1
R 1) (=3 B
AB-BC = . =-3+4=1%0 7
)| -1
C

Nein, bei B ist kein rechter Winkel.
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AG 4.1 - Sinus, Cosinus und Tangens im rechtwinkeligen Dreieck
In einem rechtwinkeligen Dreieck werden die Seiten - bezogen auf die beiden nicht-rechten
Winkel a und S wie in der Abbildung angegeben bezeichnet:

C

Gegenkathete von a
Ankathete von B

Ankathete von a
Gegenkathete von- B

Hypotenuse

Definitionsgemal gilt:

Gegenkathete . Ankathete _ Gegenkathete
e Cosinus = ——— Tangens= —————
Hypotenuse Hypotenuse Ankathete

Sinus =

Entsprechend gilt:

sina:E:cos/B’ COSazEZSinﬂ tanoz:E tan,b’:E
C C b a

Bsp. 1: Eine gerade Stral3e steigt mit 7 % an. Berechne den Steigungswinkel! Berechne auch
wie lang die StralSe ist, wenn sie 80m Hohenunterschied liberwindet!

Losung:

X
B
L

a

tanazl = a=4°
100

80
sin 4°

sin4°:@ = X= =1146,8 m
X
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AG 4.2 - Sinus und Cosinus im Einheitskreis
Sinus und Cosinus sind nicht nur flir das rechtwinkelige Dreieck definiert, sondern auch fir
beliebige Winkel. Fir den Bereich 0 <« <360° verwendet man den Einheitskreis - ein Kreis

mit Radius 1 - flir eine Definitionserweiterung von Sinus und Cosinus:

Jedem Winkel a mit 0 < a <360° entspricht genau ein Punkt am Einheitskreis. Die

Koordinaten dieses Punktes entsprechen dem Cosinus und dem Sinus des Winkels.

POXIY,)

sina

P = (xp|yp) = (cos o|sin o)

Entsprechend gilt fiir die Vorzeichen fiir Sinus und Cosinus in den vier Quadranten:

1. Quadrant 2. Quadrant 3. Quadrant 4. Quadrant
Sinus + + - -
Cosinus + - - +
Folgende spezielle Werte fiir Sinus und Cosinus sollte man kennen:
0° =360° 90° 180° 270°
Sinus 0 +1 0 -1
Cosinus +1 0 -1 0

AuRerdem gilt fiir alle Winkel o mit 0< o <360°: (sin a)2 +(cos a)z =1

Diese Beziehung folgt aus dem Satz von Pythagoras und der Tatsache, dass der Radius des

Einheitskreises 1 ist.
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Der Sinus und der Cosinus sind im Einheitskreis nicht eindeutig, es gibt also zwei Winkel, die
denselben Sinus bzw. denselben Cosinus haben.
Ausnahme: Wenn der Sinus bzw. Cosinus die Werte +1 oder -1 haben, ist der Winkel
eindeutig (siehe obige Tabelle).

sina =sin(180° - )

Es gilt immer:
cosa = c0s(360°—a)

P(XIY,)
0.51
sin a
18p°-a
a cos a
T [
360-q 0.5

Bsp. 1: Fur welche Winkel a mit 0<a <360° gilt cos (a) = 0,3?
Loésung:

cos(x) =0,3

cos(0,3)=72,5°= ¢,

a, =360—q, =287,5°

Bsp. 2: Gegeben ist der Winkel a=220°. Bestimme den Winkel f#mit 0< £ <360°, der
denselben Sinus hat wie ¢, und gib diesen Sinus auch an!

Losung:

180°—220° =-40°

360°—40° =320°

sin(320°) =-0,64
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FA 1.1 -- Definition einer Funktion; reelle Funktion

Eine Funktion f ordnet jedem Element x (Funktionsargument, unabhangige Variable) einer
Definitionsmenge D genau ein Element y (Funktionswert, abhdngige Variable, f(x)) einer
Wertemenge W zu.

Schreibweise: f:D —>W, x>y

Die Umkehrung gilt nicht: Ein Element der Wertemenge kann auch mehreren Argumenten
zugeordnet sein, oder auch gar keinem.

Oft ist an Stelle der Definitionsmenge zunachst eine Grundmenge G gegeben. Wenn f als
Rechenvorschrift gegeben ist, erhdlt man die Definitionsmenge D, indem man von G
diejenigen Elemente ausschlieft, fur die f nicht definiert ist.

Die beiden Mengen D und W sind oft Zahlenmengen, das muss aber nicht sein. Eine
Zufallsvariable zum Beispiel bildet vom Grundraum, der keine Zahlenmenge sein muss, auf
R ab (siehe WS 3.1).

Eine Zuordnung kann unter anderem in einer der folgenden Formen beschrieben werden:

Funktionsgleichung mit Definitionsmenge
flx) =27, reN

Eindeutige Zuordnungsvorschrift mit Definitionsmenge

II—}IE, relN

Eindeutige Zuordnungsvorschrift mit Definitions- und Wertemenge
f: NS N, zw—a?

Wenn die Definitionsmenge und die Wertemenge R bzw. Teilmengen von R sind (meist
Intervalle), spricht man von einer reellen Funktion. Bei reellen Funktionen wird meist weder
Definitionsmenge noch Wertemenge angegeben. In diesem Fall ist die Definitionsmenge die
groBtmogliche (sinnvolle) Teilmenge von R, in der die Zuordnungsvorschrift definiert ist.

Bsp: f(X)=> = D=R\{0}
X

Jedem Paar (x|f(x)) entspricht ein Punkt in der xy-Ebene. Die Menge aller dieser Punkte
bildet eine Kurve in dieser Ebene, den sogenannten Graphen der Funktion.

Der Graph einer reellen Funktion hat immer genau einen Schnittpunkt mit einer senkrechten
Geradenx=X,, X, €D.
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Bsp: Graphen

Kein Funktionsgraph

Funktionsgraph

/

3

2

Kein Funktionsgraph

Funktionsgraph

Funktionsgraph

(stetig, aber nicht Gberall differenzierbar)

Funktionsgraph, wenn D = (—o0; 2] \U[4;+0)
Kein Funktionsgraph, wenn D =R

24

[

Funktionsgraph

Kein Funktionsgraph

27 [

2+
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Beispiele von Zuordnungen (Datenbankrelationen), die Funktionen sind oder nicht:
Jedem Schulkind wird sein Geburtsdatum zugeordnet: Funktion, da eindeutig

Jedem Schulkind wird sein Klassenvorstand zugeordnet: Funktion, da eindeutig
Jedem Klassenvorstand werden alle seine Schiiler/-innen zugeordnet: keine Funktion,
mehrdeutig

Jedem Kind werden alle seine Geschwister zugeordnet: keine Funktion, fir manche
mehrdeutig bzw. es gibt auch Kinder ohne Geschwister

Jedem Kind wird die Anzahl seiner Geschwister zugeordnet: Funktion, da eindeutig

In anwendungsorientierten Bereichen driickt das Wort Funktion oft auch eine reale direkte
Abhangigkeit aus. So hangt z.B. die kinetische Energie eines Kérpers von seiner Masse und
seiner Geschwindigkeit ab, man kann also sagen, die kinetische Energie ist eine Funktion der

Masse und der Geschwindigkeit.  (E,;,(m,V) :%-m V%)

Wenn keine reale Abhangigkeit gegeben ist, dann kann man zwar auch Wertepaare zwischen
zwei Mengen bilden, die eventuell sogar den formalen Kriterien einer Funktion geniligen
(eindeutige Zuordnung), aber ob deswegen ein realer funktionaler Zusammenhang gegeben
ist, bleibt zweifelhaft.

Bsp: Man kann den Tagen eines Jahres der Reihe nach die Zahlen 1-365 zuordnen. Und man
kann den Tagen des Jahres auch die jeweilige Tageshdchsttemperatur in Graz zuordnen.
Beide Zuordnungen sind sinnvolle Funktionen. Aber wenn man den Zahlen 1-365 die
Tageshochsttemperaturen der entsprechenden Tage zuordnet und dann den Datumsbezug
wegldsst, hat man zwar formal eine Funktion, bei der jede Zahl genau eine Temperatur
zugeordnet bekommt, die Abhangigkeit ist aber nicht mehr zu erkennen.
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FA 1.2 -- Formeln als Funktionen
Eine Formel ist immer eine Gleichung, bei der zwei oder mehr Variablen eventuell
gemeinsam mit Zahlen und Konstanten verknlpft werden.

Umfang des Kreises: U =2-r-7
Gravitationskraft zwischen zwei Massen m1 und m; mit Abstand r zueinander:

m -m
———%, (Gist eine Konstante und hat den Zahlenwert 6,67-10"%)
r

Fo=G-
allgemeine Gasgleichung — die Beziehung zwischen Druck p, Volumen V, Teilchenzahl N und
Temperatur T eines Gases:  p-V =N-k-T

(k ist eine Konstante und hat den Zahlenwert 1,38:10°%3)

Wenn man eine Formel so umformt, dass nur eine Variable allein auf der linken Seite steht,
dann kann man die Formel als Funktion betrachten. Die Formel ist dann eine
Funktionsgleichung, und sie gibt an, wie der Funktionswert aus der Kombination der anderen
Variablen ermittelt wird:

uirn=2-r-x

m, -m,

FG(mllmZIr) :G.I‘—Z

N-k-T oder auch T(N, p,V)=IZ;\L

p(N,T,V)=

Wenn man nun eine Formel als Funktion von nur jeweils einer Variablen betrachtet, dann
werden alle anderen Variablen wie Konstante behandelt. Der Funktionstyp der Gleichung
hangt dann nur von der einen Variablen ab:

ur)=2-r-z; U(r) ist eine lineare Funktion (sogar eine direkte Proportion)

m-m
Fs(m,m,,r)=G-——-=2; Fs(m1) und Fs (m) sind lineare Funktionen (direkte
r

C
Proportionen), wahrend Fg (r) eine Potenzfunktion vom Typ f(X)=—; ist.
X

p(N,T,V)= N '\i;.T ; p(N) und p(T) sind lineare Funktionen (direkte Proportionen),

C
wahrend p(V) eine Potenzfunktion vom Typ f(X)=—, also eine indirekte Proportion ist.
X
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FA 1.3 -- Wechseln zwischen Tabelle und Graph

Man muss eine Wertetabelle in eine graphische Darstellung tibersetzen kdnnen, sowie aus
einem Graphen Wertepaare ablesen und in eine Tabelle tibertragen kénnen.

Insbesondere mit Technologie (Excel, Geogebra, TInspire) geht das Ubertragen von einer
Tabelle in einen Graphen ja automatisch, und umgekehrt sollte das Ablesen von
Wertepaaren keine grof3e Herausforderung darstellen.

Drei Aspekte sollen erwahnt werden:

e Die erste Spalte einer Tabelle wird Ublicherweise auf die erste Achse (x-Achse)
Ubertragen, die zweite Spalte auf die zweite Achse (y-Achse)

e Wenn man eine Tabelle in einen Graphen Ubersetzt, sollte die Skalierung so gewahlt
werden, dass alle Datenpunkte in der Graphik Platz haben

e Wenn die Daten Einheiten haben, sollten die Einheiten bzw. die GréRRen bei den
Ubertragungen mit beriicksichtigt werden. Das heilt ein Graph sollte nicht nur mit
Zahlen skaliert sein, sondern es sollten die Einheiten bzw. das Symbol fir die GroRe
(z.B. ,,vin m/s” fur Geschwindigkeit) bei den Achsen stehen.

Bsp:

Jvinm/s

0.25 *1
2 25

6.25

Lnr I | B < % B A =

0 tins
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FA 1.4 -- Wertepaare ermitteln und deuten konnen
Man muss Wertepaare aus einer Tabelle, einem Graphen und aus Funktionsgleichungen
ermitteln und im Kontext deuten kénnen.

Das Ermitteln von Wertepaaren aus einer Tabelle ist reines Ablesen. Aus einem Graphen
muss man eventuell mithilfe eines Geodreiecks das Argument (x-Wert) und/oder den
Funktionswert (y-Wert) eines Punktes ermitteln konnen, und bei einer Funktionsgleichung
muss man eben die entsprechenden Daten in die Gleichung eingeben und diese dann l6sen.

Wichtig ist die Interpretation im Kontext. Wenn die abgelesenen Werte eine Uiber den reinen
Zahlenwert hinausgehende Bedeutung haben, dann muss man diese in einer Antwort auch
angeben.

Bsp 1: Die dargestellte Funktion bildet den radioaktiven Zerfall eines Isotops ab. Die erste
Achse stellt die Zeit in Tagen dar, die zweite Achse die Anzahl der noch nicht zerfallenen
Atomkerne in 10%° Atomkernen. Gib die Bedeutung des Punktes A an!

N(t) in 10420

0 tin Tagen
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

Der Punkt A driickt aus, dass nach ca. 2,8 Tagen noch ca. 1,5-10%° Atomkerne nicht zerfallen
sind. Man kann auch sagen, dass das Isotop eine Halbwertszeit von ca. 2,8 Tagen hat.

Bsp 2: Die kinetische Energie eines Korpers mit der Masse m = 800 kg hangt von seiner

1
Geschwindigkeit v ab. Die Funktionsgleichung lautet E,;, (V) = Emvz.

Vervollstiandige das Wertepaar (v | 10 000) und deute es im Kontext!

100002%800#2 =10000=400-v* = 25=Vv* =5=Vv

Bei einer Geschwindigkeit von 5 m/s hat der Korper eine kinetische Energie von 10 000

Joule.
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FA 1.5 -- Eigenschaften von Funktionen
f ist im Folgenden immer eine reelle Funktion, und / = [x,, x2] ein nicht-leeres Intervall, auf
dem f definiert ist.

Monotonie:
Die Funktion f heif8t im Intervall I monoton steigend, wenn gilt:
a,bel:a<b= f(a)< f(b). Giltsogara,bel:a<b= f(a)< f(b), so heil’t die Funktion

f streng monoton steigend.

Die Funktion f heif3t im Intervall I monoton fallend, wenn gilt: a,bel:a<b= f(a)> f (b).
Giltsogara,bel:a<b= f(a)> f (b), so heilt die Funktion f streng monoton fallend.

Anmerkung: Ist fin I konstant, ist f in I sowohl monoton steigend als auch monoton fallend.

"f(x)

Die dargestellte Funktion ist beispielsweise im Intervall [0; 3] monoton steigend (trotz des
konstanten Stiicks), im Intervall [0; 1] streng monoton steigend und im Intervall [3; 4] streng
monoton fallend.

Monotonie ist haufig bei Wachstums oder Zerfallsprozessen zu beobachten, aber auch z.B. die
Verteilungsfunktion einer Zufallsvariablen (siehe WS 3.1) ist monoton wachsend.
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Monotonie-Wechsel:

Bei lokalen Extrempunkten wechselt die Monotonie der Funktion: Vor einem Tiefpunkt T ist
eine Funktion monoton fallend, nach einem Tiefpunkt ist sie monoton steigend. Vor einem
Hochpunkt H ist eine Funktion monoton steigend, nach einem Hochpunkt ist sie monoton
fallend.

Bsp: f(X)=x>—6X*+9x—2

3 -

Hochpunkt
Extremwert: 24+----
1 -
0 Extremstelle Extremstelle
T T * :
_2 _1 1 4
_1 -
Extremwert 24 ========——bm - - =
] Tiefpunkt

Anmerkung: Ob man in den obigen Definitionen flir Extrempunkte eigentlich strenge
Monotonie fordern muss, ist in der Literatur nicht eindeutig. Fr die nsRP spielen diese
Uberlegungen aber keine Rolle.

Wendepunki:
In einem Wendepunkt dndert sich das Krimmungsverhalten des Graphen: Der Graph

wechselt hier entweder von einer Rechts- in eine Linkskurve oder umgekehrt.

(%)

/m 1 2 3 4
-1 \/ Der abgebildete Graph hat den Wendepunkt W.

Extrem- und Wendepunkte von Polynomfunktionen werden oft mithilfe der
Ableitungsfunktionen bestimmt (siehe AN 3.3).
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Periodizitat:

Eine Funktion wird periodisch genannt, wenn sich die Werte der Funktion in regelmaRigen
Absténden wiederholen. Die Abstande zwischen dem Auftreten desselben Funktionswertes
heil3en Periode.

Formal: Eine Funktion heif3t periodisch, wenn es eine Zahl k gibt, so dass fur alle Argumente
(x-Werte) gilt: f(x) = f(x+k). So eine Zahl k heif3t dann ,,Periode*.

Typische periodische Funktionen sind die Sinus- und die Cosinus-Funktion mit der Periode
k=2r.

Anmerkung: Wenn k eine Periode fir die Funktion f ist, dann sind alle Zahlen
m=n-k mitneN=* auch Perioden. Meist wird aber nur die kleinste Zahl k als Periode

bezeichnet.

Beispiel eines Graphen einer periodischen Funktion mit der Periode P:

f(x)

>

| X
Periodische Funktionen werden verwendet um periodische VVorgange zu beschreiben
(Schwingen einer Schaukel, Rotation eines Korpers, ...)

Achsensymmetrie:

Eine Funktion ist symmetrisch zur y-Achse, wenn fiir alle Argumente gilt: f (-x) =f (x).
Typische symmetrische Funktionen sind Polynomfunktionen, die nur gerade Potenzen haben,
und die Cosinus-Funktion.

Eine Funktion kann nie symmetrisch zur x-Achse sein, da Funktionen immer nur einen
Funktionswert pro Argument haben. Ausnahme: f (x) =0

()

Jat

e A A
SVATIIVRYIA

=21
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Asymptotisches Verhalten:
Hat der Graph einer Funktion die Tendenz, einer Geraden immer néher zu kommen, so wird
diese Gerade Asymptote genannt. Asymptoten treten auf:

e wenn das Verhalten einer Funktion fur groRe Werte von x (oder -x) dem einer linearen
Funktion immer &hnlicher wird und
e bei Unendlichkeitsstellen

Typische Vertreter von Funktionen mit asymptotischem Verhalten sind Potenzfunktionen mit

negativem Exponenten (f(x) = 1; g(x) = iz; ...yund Exponentialfunktionen.
X X

Bsp 1: g(x) = l—1; Die zwei Asymptoten sind rot eingezeichnet.
X

g(x)

Bsp 2: f(x)=3-0,8"; Die Asymptote ist die x-Achse, sie ist rot eingezeichnet.

\ £(x)
3

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Auch wenn der Graph einer Funktion asymptotisch verlauft, hei3t das noch nicht
notwendigerweise, dass das Phanomen, das die Funktion abbildet, auch asymptotisches
Verhalten hat.

Beispielsweise kann man die abnehmenden Steighthen eines Gummiballs, der frei am Boden
springt, mit Hilfe einer Exponentialfunktion modellieren. Der Ball wird aber letztlich
wirklich am Boden liegen (und hat dann Steighhe null).
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Schnittpunkte mit den Achsen:
Der Schnittpunkt einer Funktion mit der y-Achse, also P(0| f (0)), gibt oft den Startwert einer

realen, modellierten Situation an. Er beantwortet also die Frage ,,Wieviel war am Anfang
(zum Zeitpunkt t = 0) da?*

“f(t)

Der Schnittpunkt einer Funktion mit der x-Achse, also Q(x, | 0) , gibt an, wann der

Funktionswert bei null ist. Das kann etwa bei einem Geschwindigkeitsdiagramm der
Zeitpunkt sein, wo das untersuchte Objekt zum Stillstand kommt, oder bei einer
Abnahmefunktion der Zeitpunkt, wo die urspriinglich vorhandene Groél3e aufgebraucht ist.
Bei einer Gewinnfunktion G waren die Schnittpunkte mit der x-Achse die Gewinnschwellen
(break-even-points).

Tew inGE

200 1

G(x)
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FA 1.6 -- Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen
Die Schnittpunkte zweier Funktionsgraphen graphisch zu ermitteln ist einfach, insbesondere
mit Technologie. Man zeichnet die Graphen und sieht dann, wo sie sich schneiden.

Rechnerisch kann man die Schnittpunkte ermitteln, indem man die Funktionsgleichungen
gleichsetzt. Auch das ist mit Technologie sehr einfach.

Die Interpretation hdangt vom Kontext ab, es geht aber immer darum, dass die
Funktionswerte beider Funktionen an dieser Stelle gleich sind.

So kann man beispielsweise im Wirtschaftsbereich die break-even-points (Gewinnschwellen)
finden, indem man die Schnittpunkte von Kosten- und Erlésfunktion ermittelt. Denn dort wo
die Kosten gleich dem Erl6s sind, ist der Gewinn null.

Bsp: Gegeben sind eine Kostenfunktion K und eine Erlosfunktion E. Ermittle die
Schnittpunkte der beiden Funktionen und deute diese.

K(x)=15x% — 10x2 + 26 x + 182
E(x)=80x

K9, E(x)
800
700+
600
500 - £

4001

0 X
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

K(x) = E(X)

15x% — 10 x2 + 26 x + 182 =80x
=X =2,6y,=208,4
=X,=915y,=7321

Die Schnittpunkte liegen bei (2,6|208,4) und bei (9,15]732,1). Die x-Werte sind die
Gewinnschwellen, die y-Werte geben an, wie hoch die Kosten und der Erlds bei diesen
Produktionsmengen sind.

Eine Produktion zwischen 2,6 und 9,15 Mengeneinheiten wirft Gewinn ab.
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FA 1.7 -- Funktionen als mathematische Modelle
Funktionen sind zunachst etwas abstraktes, namlich eine Zuordnung zwischen zwei Mengen,
bei der jedem Element der Definitionsmenge genau ein Element der Wertemenge
zugeordnet wird. Weitere Einschrankungen gibt es von mathematischer Seite zunachst
nicht.

Wenn man aber versucht die Realitdt mit Funktionen zu beschreiben, dann muss klar sein,
dass eine mathematische Funktion nicht die Realitat selbst ist. In diesem Sinn ist eine
Funktion dann ein mathematisches Modell, und jedes Modell hat Modellgrenzen, auRRerhalb
derer es nicht glltig ist.

Typische Grenzen sind: Physikalische Grenzen, zeitliche Grenzen, reale Grenzen,
Genauigkeitsgrenzen

Die Grundkompetenz zielt darauf ab, dass man erstens nachdenken muss, welches Modell
man fir die Lésung eines Problems wahlt, und zweitens reflektieren muss, ob und wie weit
das verwendete Modell iberhaupt geeignet ist, eine Losung fiir eine Fragestellung zu liefern.

Man kann nicht alle moglichen Grenzen aufzdhlen und mit Beispielen versehen, ein paar
Grenzen sollen hier aber exemplarisch aufgezeigt werden.

Bsp 1:

Ein Objekt fallt aus 100 m Hohe zu Boden. Die Ortsfunktion h mit der Funktionsgleichung
h(t) = 100 — 5¢t2 gibt an, wie hoch das Objekt zum Zeitpunkt t noch iber dem Boden ist.
Berechne die Ho6he nach 3 Sekunden, zeichne den Graph der Funktion etc,, ... .

Die Funktionsgleichung verwendet implizit eine Erdbeschleunigung von a = -10m/s?
1
(h(t)=h, —Eat2 ), dieser Wert stimmt aber nicht exakt. Genauer ware der Wert -9,81 m/s2.

Aber auch dieser Wert ist nicht konstant, er hangt vom Abstand zur Erdoberflache ab, er ist
100 m Uber dem Boden etwas geringer als am Boden selbst.

Zum zweiten wird hier implizit angenommen, dass es keinen Luftwiderstand gibt, der in
einer realen Situation von der Form und der Masse des Objekts abhdangen, und die Fallhdhe
als Funktion der Zeit mitbestimmen wiirde.

Eine weitere Grenze ist, dass dieses Modell der Hohenfunktion offensichtlich nur solange
gilt, bis das Objekt am Boden liegt, danach ist h(t) immer null. Diese Grenze gilt oft: Der
Wasserstand eines Flusses sowie die Hohe einer Schneedecke kdnnen beide nicht unter null
sinken, ganz gleich mit welcher Funktion die Abnahme modelliert wird.
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Bsp 2: Ein Kapital Ko wird mit 2% Verzinsung fiir 30 Jahre angelegt. Stelle die Funktion auf,
die das vorhandene Kapital in Abhangigkeit von der Zeit beschreibt und berechne das
Endkapital.

Diese Aufgabe nimmt modellhaft an, dass sich Zinssatze nicht andern. Das stimmt aber
nicht, Banken kdnnen unter gewissen Bedingungen bestehende Vertrage kiindigen bzw.
Zinssatze oder Geblihren andern. Auch kann es im Zeitraum (iber 30 Jahre passieren, dass
die Vermogenssteuer verandert wird, was sich wieder auf das Endkapital auswirkt.
Anzunehmen, dass sich nichts andert ist fiir so groRe Zeitraume nicht immer realistisch.

Auch wird Kapital immer nur bis zur zweiten Kommastelle (also Cent) ausbezahlt,
Funktionswerte aber haben beliebig viele Nachkommastellen.

Bsp 3: Ein radioaktives Isotop zerfallt mit der Halbwertszeit von 4 Stunden. Stelle die
Zerfallsfunktion auf, zeichne den Graphen, berechne wieviel des Isotops nach 2 Tagen noch
vorhanden ist, etc. ...

So eine Aufgabe wird typischerweise mit einer Exponentialfunktion modelliert, also mit einer
stetigen Funktion. Eigentlich ist radioaktiver Zerfall aber etwas Diskretes — ein einzelner
Kern nach dem anderen zerfallt — weshalb auch eine Treppenfunktion als Modell in Frage
kame. Nur weil die Zahl der Kerne im Allgemeinen sehr hoch ist, und weil Gber den Zerfall
von Atomkernen ohnehin nur statistische Aussagen maéglich sind, kann man modellhaft eine
Exponentialfunktion verwenden. Wie bei allen Exponentialfunktionen, die reale Situationen
beschreiben, ist aber insbesondere das asymptotische Verhalten am Schluss eine
Modellgrenze: Irgendwann ist (besonders bei kurzlebigen Isotopen) der letzte Kern zerfallen
und die Anzahl der Kerne des Ausgangsisotops sinkt auf null.

Analog kann man bei anderen durch exponentielle Abnahmen beschriebenen Situationen
argumentieren: Ein freies Pendel schwingt irgendeinmal gar nicht mehr (bzw. die Bewegung
geht unter die Messgrenze), ein Gummiball bleibt irgendwann am Boden liegen, die
Temperatur eines Heillgetranks ist irgendeinmal gleich der Umgebungstemperatur.
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FA 1.8 -- Funktionen mit mehreren Verianderlichen

Funktionen mit mehreren Verdanderlichen treten beispielsweise in der Physik auf. In FA 1.2
wird auch auf diese Art von Funktionen eingegangen.

Beispiele fir solche Formeln sind:

V2
Zentripetalkraft: F, =m-—
r

Coulombkraft (elektrische Kraft): F, =k ql—zqz

r
Hier geht es darum, die Formel bzw. Funktion im Kontext deuten zu kbnnen, bzw.
Funktionswerte zu ermitteln.

Bsp 1: Ein Korper der Masse m, der sich mit der Geschwindigkeit v auf einer Kreisbahn mit

V2
Radius r bewegt erfahrt die Zentripetalkraft F, =m-—.
r

a) Wie wirkt sich eine Verdopplung der Geschwindigkeit auf die Zentripetalkraft aus?
b) Welche Zentripetalkraft erfahrt ein Kérper mit einer Masse von 60 kg, der sich mit 20
m/s auf einer Kurve bewegt, die einen Kurvenradius von 30 m hat?

2
Lésung: a) Vervierfachung: (2V)2 =4V? b) F, :60-%:8OON

Bsp 2: Zwischen zwei geladenen Objekten mit den Ladungen von g1 =4 Cund g2 = 2 C, wirkt
die Kraft F,, mit F,, =k ql—zqz . Der Abstand r zwischen den Ladungen ist fest aber

’ ' r
unbekannt, k ist eine Konstante.

Die Objekte werden nun lber einen Draht in Kontakt gebracht, dadurch gleichen sich die
Ladungen genau aus. Danach wird der Draht wieder entfernt. Die Ladungen der Objekte
sind also nun gleich grof, und insgesamt ist gleich viel Ladung vorhanden wie zuerst.
Wie grol3 ist nun die Kraft F_, zwischen den beiden Objekten?

. F..r2
Losung: Urspriinglich: F,, =C 4—22 =8-£2 = C=-2
' r

Nach dem Ladungsausgleich haben beide Ladungen 3 Coulomb:
33_Fur’ 9 9

Fc,2 =C-

r2 8 r2 8 cl



FA 1.9 -- Uberblick iiber die wichtigsten Funktionen
Die wichtigsten Funktionen (laut GK Katalog) sind:

e lineare Funktion (FA 2.x)

e die Potenzfunktion einschlieBlich der Wurzelfunktion (FA 3.x)
e Polynomfunktion (FA 4.x)

e Exponentialfunktion (FA 5.x)

e Sinusfunktion und Cosinusfunktion (FA 6.x)

Diese Funktionen werden in den entsprechenden Kapiteln genauer erklart, hier geht es nur
um einen Uberblick und die wichtigsten Eigenschaften der einzelnen Funktionstypen.

Lineare Funktion: | (X)=kK-x+d k,d eR

Typische Funktionsgraphen:

! +2
——
3

o 1 2 3 4 5 6

3

Typische Eigenschaften: monoton; konstante Steigung; keine Extrem- oder Wendestellen;

wenn k # 0gilt , dann gibt es genau eine Nullstelle; nicht-periodisch;

f(xX)=a-x*+b zeZ;abeR

1

f(x)=a-x2+b  abeR

Potenzfunktion:

oder Wurzelfunktion:

Typischer Graph (fir a > 0) und typische Eigenschaften fur Potenzfunktionen mit positivem,

geradem Exponenten: 3

symmetrisch um die y-Achse; nicht monoton; eine N

Extremstelle bei (0]b), keine Wendestelle; maximal 2 2?1

) _\V 5 3

Typischer Graph (fiir @ > 0) und typische Eigenschaften fiir Potenzfunktionen mit positivem,

Nullstellen; nicht-periodisch;

ungeradem Exponenten:

monoton; keine Extremstelle; eine Wendestelle bei (0] b), die 3
ein Sattelpunkt ist; eine Nullstelle; nicht-periodisch;
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Typischer Graph (fiir @ > 0) und typische Eigenschaften fiir Potenzfunktionen mit negativem,

geradem Exponenten:

nicht definiert flr x = 0; symmetrisch um die y-Achse, die auch
Asymptote ist; y = b ist Asymptote; Definitionsbereiche (—o0;0) 21
und (0;+o0); in jedem Teilbereich monoton, aber in den o

Teilbereichen ist die Monotonie unterschiedlich (in einem

steigend, im anderen fallend); keine Extremstelle; keine 2 A 0
Wendestelle; 2 oder keine Nullstellen; nicht-periodisch;

Typischer Graph (fiir @ > 0) und typische Eigenschaften fiir Potenzfunktionen mit negativem,

ungeradem Exponenten: o
nicht definiert flr x = 0; y-Achse ist Asymptote; y = b ist 3
Asymptote; Definitionsbereiche (—o0;0)und (0;+o0); in jedem 2]

Teilbereich monoton, beide Teilbereiche haben die gleiche T
Monotonie (beide steigend oder beide fallend); keine 0
Extremstelle; keine Wendestelle; eine oder keine Nullstelle; 1

nicht-periodisch;

Typischer Graph (fiir @ > 0) und typische Eigenschaften fir Wurzelfunktionen:
Definitionsbereich [0;+o0) ; monoton; keine 3]

Extremstelle; keine Wendestelle; rechtsgekriimmt;
maximal eine Nullstelle; nicht-periodisch;

1 o 1 2 3 4 5 6

Polynomfunktion: f(X)= Zai X' neN
i=0

Bsp: f(X)=x*-2x*+x*-3x+7

Anmerkung: Auch die konstante Funktion, die lineare Funktion, die quadratische Funktion,
sowie alle Potenzfunktionen mit positivem, ganzzahligem Exponenten sind genau
genommen Polynomfunktionen — wirklich verwendet wird der Ausdruck aber meist erst ab
Polynomfunktionen 3.Grades und wenn in der Funktionsgleichung mindestens zwei
Potenzen von x vorkommen (,,Poly” heiSt wortlich ,viele”).

Fir alle Polynomfunktionen mit Grad n gilt:

Die Anzahl der Nullstellen ist maximal so hoch wie n.

Die Anzahl der Extremstellen ist maximal so hoch wie n-1.
Die Anzahl der Wendestellen ist maximal so hoch wie n-2.
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Typischer Graph und typische Eigenschaften fiir Polynomfunktionen 3. Grades:

. . 3-
monoton oder genau zwei Extremstellen; eine

Wendestelle, maximal drei Nullstellen; nicht- 2 %:::3 +a?
periodisch;

Typischer Graph und typische Eigenschaften fiir Polynomfunktionen 4. Grades:

nicht monoton; ein bis drei Extremstellen; 14
null bis zwei Wendestellen, maximal vier
Nullstellen; nicht-periodisch; ; ; . ;

0.25 2% — 0.25 2% — 22

_2 4
Exponentialfunktion: f(x)=a-b* f(x)=a-e**
Typische Graphen und typische Eigenschaften:
i \
2.
1(x)=3 (0.6"X)
f(x)=2e"x
1.
0
. 7 0 1 2 3 4 5

Monoton; x-Achse ist Asymptote; keine Extremstellen; keine Wendestelle, linksgekrimmt;
keine Nullstellen; nicht-periodisch;
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Sinus- und Cosinusfunktion: f(x)=a-sin(b-x) g(x)=a-cos(b-x); a,beR

Typische Graphen und typische Eigenschaften:

f(x)=sin(x)
AN 0

f(x)=cos(x)

periodisch mit der Periode ?; die Funktionswerte liegen alle im Intervall [-a, +a]; nicht

monoton; unendlich viele Nullstellen, die alle Wendestellen sind; unendlich viele
Extremstellen;
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FA 2.1 - Lineare Funktion erkennen und darstellen

Eine lineare Funktion hat eine Funktionsgleichung der Form f(x)=k-x+d Kk,d e R bzw.

y=Kk-x+d. lhr Funktionsgraph ist eine (nicht-senkrechte) Gerade.

Jede Gleichung in zwei Variablen, die beide in der ersten Potenz (also ohne Hochzahl) sind,
kann so umgeformt werden, dass die eine Variable als lineare Funktion der anderen
Variablen ausgedriickt wird. Ublicherweise wird y als Funktion von x ausgedriickt.

Xx—-2y=3 |+2y-3 |[:2
Bsp: Xx—3
2

:lx—LS
2

Eine Tabelle enthalt dann Wertepaare einer linearen Funktion, wenn fir alle Wertepaare
Fx)—f(x)
X; =%

gilt: = konstant (siehe FA 2.4)
Verbal gegebene lineare Funktionen enthalten oft Zu- oder Abnahmen, die direkt von einer
GroRe abhangen. Das Kriterium ist der konstante Zuwachs bzw. die konstante Abnahme:
Bsp: Handytarif: Grundtarif + Tarif pro Minute (Einheit)

Heizolkosten: Anfahrtskosten fiir den LKW + Kosten pro Liter

Ein Auto bremst mit einer Bremsverzégerung von a = -4 m/s?: v(t) =v, — 4t

Das Bestimmen einer linearen Funktion aus verbalen Angaben geht so:
d ist der Startwert, also f(0), und k die Zunahme pro Einheit.

Bsp: Herr Miller bestellt Heiz6l. Die Anfahrt des LKW kostet 70 Euro, ein Liter Heizol kostet
80 cent. Stelle die lineare Funktion auf, welche die Heiz6l-Kosten K (in Euro) fir Herrn
Mauller abhangig von den gekauften Litern Heizol / beschreibt:

K(l)=70+0,8l

Das Wechseln zwischen Tabelle und Graph ist einfach. Und wenn man den Graph kennt,
kann man die Parameter k und d fiir die Funktionsgleichung schnell bestimmen:

d ist der Abstand vom Ursprung zum Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse, wobei d
negativ ist, wenn der Funktionsgraph die y-Achse unterhalb des Ursprungs schneidet.

k entspricht der Steigung des Graphen (siehe FA 2.2 und FA 2.3).

k=0,5 d=-2
f(x)=0,5x-2
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FA 2.2 - Wertepaare und Parameter ermitteln und deuten

Aus einer Tabelle, einem Graphen oder einer Funktionsgleichung einer linearen Funktion ein
Wertepaar (x | f(x)) zu ermitteln sollte nicht schwer sein —und es gibt (aulRer bei der
konstanten Funktion) zu jedem Funktionswert f(x) nur ein Argument x.

f(x)—f(x)
X; =X

Wenn die Funktion tabellarisch gegeben ist, kann man k Gber = kmit jedem

Paar von Wertepaaren ermitteln.
y . f(x)—d .
Fur d gilt: d = f(0), daraus folgt 0 =k =d="f(x)-k-xfirjedes Wertepaar.
X_

Und wenn man den Graph kennt, kann man die Parameter k und d fir die
Funktionsgleichung schnell bestimmen:

d ist der Abstand vom Ursprung zum Schnittpunkt der Funktion mit der y-Achse, wobei d
negativ ist, wenn der Funktionsgraph die y-Achse unterhalb des Ursprungs schneidet.

k entspricht der Steigung des Graphen (siehe FA 2.3).

k=0,5 d=-2

0 | / f(x)=0,5x-2

Und wenn eine lineare Gleichung gegeben ist, die nicht die Form y =k -x+d hat, dann muss

man sie entsprechend umformen und kann dann k und d ablesen:

x-2y=3 [+2y-3 |2

:X—_BZEX—]_,S 3k:1,d:—1,5
2 2 2

Interpretation der Parameter:
d ist f(0), das ist oft der Startwert, und k die Zu- oder Abnahme pro Einheit.
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Bsp: Gegeben ist ein Graph, der den linearen Geschwindigkeitsverlauf eines Autos wahrend
eines Bremsvorgangs zeigt. Bestimme k und d und interpretiere die Parameter im Kontext!

Tvety in mis
204
154
10-
5-
0 tinsec
0 1 2 3 4 5 6
d = (0)=20
_f®-f© _0-20__,
5.0 5
V(t) = —4-t+20

d ist der Startwert, also die Anfangsgeschwindigkeit.

k ist die Steigung, das ist bei einer linearen Funktion sowohl die mittlere als auch die
momentane Anderungsrate, also die Abnahme der Geschwindigkeit pro Einkeit (pro
Sekunde). Ganz genau gesagt ist k hier die Beschleunigung, also die
Geschwindigkeitsveranderung pro Zeiteinheit. Die Beschleunigung ist negativ, weil das Auto

bremst.
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FA 2.3 - Wirkung der Parameter k und d kennen

Auf den Graphen bezogen ist d der Abstand vom Ursprung zum Schnittpunkt der Funktion
mit der y-Achse, wobei d negativ ist, wenn der Funktionsgraph die y-Achse unterhalb des
Ursprungs schneidet. k entspricht der Steigung des Graphen.

Wenn k eine grol3e Zahl ist (positiv oder negativ), dann ist die Gerade steil. Wenn k positiv
ist, dann steigt die Gerade, wenn k negativ ist, dann fallt die Gerade. Wenn k=0, dann ist die
Gerade horizontal, die Funktion ist dann eine konstante Funktion.

k=0,5 d=-2
f(x)=0,5x-2

Interpretation der Parameter:
d ist f(0), das ist oft der Startwert, und k die Zu- oder Abnahme pro Einheit.

Bsp.: Der Graph veranschaulicht die Hohe der Schneedecke auf einer Wiese wahrend eines
zehnstiindigen Schneefalls. Bestimme k und d und gib ihre Bedeutung im Kontext at!

Héhe incm
304

d = f(0)=10
_fa0-f(©) _30-10_,

10-0 10
h(t)=2-t+10

0 tin Std
o] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d ist der Startwert, die Hohe der Schneedecke zu Beginn des Schneefalls, das sind 10 cm.
k ist die Zunahme der Hohe der Schneedecke pro Stunde, das sind 2 cm.
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FA 2.4 - Charakteristische Eigenschaften der linearen Funktion

Die charakteristischen Eigenschaften der linearen Funktion sind:

1. f(x+)=f(x)+k furalle xeR
Die absolute Anderung pro Einheit ist immer gleich (und zwar k).

2, =T0) £ furalle x,x, <R
X, =X
Die mittlere Anderungsrate zwischen zwei Wertepaaren ist immer gleich, und zwar k.
Zusatzlich gilt, dass die mittlere Anderungsrate einer linearen Funktion auch immer
gleich der momentanen Anderungsrate ist, welche durch die erste Ableitung

beschrieben wird.

Bsp:
Der Wasserstand eines Schwimmbades kann wahrend des Flllvorgangs durch eine lineare
Funktion beschrieben werden.

Welche Aussagen kann man Gber den Wasserstand wahrend des Fiillvorgangs machen?

1. Die Zunahme des Wasserstandes ist in jeder Minute gleich
2. Die mittlere Anderungsrate des Wasserstandes ist fiir beliebige zwei Zeitpunkte

wahrend des Fillvorgangs immer die gleiche.
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FA 2.5 - Angemessenheit einer linearen Funktion bewerten konnen

Wenn ein Sachverhalt mit einer linearen Funktion beschrieben wird, muss er den
charakteristischen Eigenschaften der linearen Funktion geniigen.

Es muss also gelten, dass die absolute Anderung pro Einheit und die mittlere Anderungsrate
zwischen zwei Wertepaaren immer gleich ist.

Wenn eine dieser beiden Eigenschaften verletzt ist, dann ist eine lineare Funktion nicht
geeignet, den Sachverhalt exakt zu beschreiben. Ob eine lineare Funktion zumindest
naherungsweise geeignet ist, ist von den Daten abhdngig und ist auch Ermessenssache.

Lineare Funktionen werden auch verwendet, wenn die der Realsituation entsprechende
Definitionsmenge nicht ganz R ist. Oft ist die Funktion nur in (einer Teilmenge von) R

definiert oder Gberhaupt nur in (einer Teilmenge von) N.
Bsp:

Ein Handytarif, der sich aus Grundgebiihr G und Gesprachsgebiihr pro Minute k
zusammensetzt wird Gblicherweise in Minuten oder 30-Sekunden Paketen abgerechnet.
Trotzdem ist es Ublich den Tarif T als lineare Funktion der Zeit t mit T(t) =G +k -t
darzustellen.

Die Darstellung ist geeignet, da bei einer gut definierten Definitionsmenge -- hier z.B. t in
ganzen Minuten -- die beiden charakteristischen Bedingungen erflllt sind.

Bsp:

Beim freien Fall nimmt die Geschwindigkeit pro Sekunde um 10 m/s zu. Der
Geschwindigkeitszuwachs ist wahrend des Falls konstant, also ist eine lineare Funktion
geeignet, die Geschwindigkeit wahrend des Falls zu beschreiben. Die Wegldnge, die das
Objekt wahrend des Falls schon zuriicklegt hat, wachst aber immer schneller — eine
Beschreibung dieser Weglange mittels linearer Funktion ist nicht sinnvoll.

Beim realen Fall wird ein Objekt nicht immer schneller, sondern es erreicht (bei
ausreichender Fallhéhe) aufgrund des Luftwiderstandes eine Endgeschwindigkeit, die dann
konstant bleibt. Deshalb kann die Geschwindigkeitsfunktion eines realen Falls nicht exakt
durch eine lineare Funktion abgebildet werden.
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FA 2.6 - Direkte Proportionalitit

Zwei GroRen A und B heillen ,zueinander direkt porportional” wenn ihr Verhaltnis % immer
konstant ist. Einfach gesagt: Wenn sich A verdoppelt, dann verdoppelt sich immer auch B.
Direkt proportionale GréRen kénnen durch eine lineare Funktion der Form

f (x) =k -x dargestellt werden.

Es handelt sich also um eine lineare Funktion, fir die gilt: f(0) =0, also d =0.

Die der Funktion entsprechende Gerade verlauft immer durch den Ursprung.

Bsp 1: Beim Tanken ist die Menge des getankten Diesels D (gemessen in Liter) proportional

F)
zum zu bezahlenden Gesamtpreis P (in Euro). Es gilt — =K.

Die ,,Proportionalitdtskonstante” k entspricht dem Preis pro Liter.

50 P in Euro

40 1
k =1,1 Euro/Liter

30

20 1

0 Din Liter

0 10 20 30 40 50 60
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Bsp 2:

In einem Gleichstromkreis ist nur ein Ohm’scher Widerstand. Die elektrische Energie E, die
in diesem Widerstand umgesetzt wird, ist direkt proportional zur Stromstarke / des durch
den Widerstand flieBenden Stroms und zur Zeit t, die der Stromkreis eingeschalten ist.

a) Stelle eine Formel fiir die umgesetzte Energie auf!

b) Gib die Formel genau an, wenn bei 0,5 Ampere Stromstarke iber 20 Sekunden insgesamt
200 Joule umgesetzt werden!

Lésung:
a) E=c-I-t, wobei cdie (noch unbekannte) Proportionalitatskonstante ist.

200=c-0,5-20=10-c = ¢c=20
E=20-1-t

Physikalische Randbemerkung (nicht GK): Die Proportionalitatskonstante hat hier eine
Bedeutung, es ist die im Stromkreis angelegte Spannung.
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FA 3.1 - Potenzfunktionen erkennen, zwischen Darstellungsformen
wechseln
Die allgemeine Potenzfunktion hat die Funktionsgleichung f(x)=a-x*+b; a,beR;zeZ.

_ 05 .
Die Wurzelfunktion hat die Funktionsgleichung f(x)=a-x+b; abe R.

Wichtig ist hier, dass man einmal die unterschiedlichen Funktionsgraphen und die
Eigenschaften der verschiedenen Potenzfunktionen bzw. der Wurzelfunktion hat gut kennt.
Nachfolgend sind die wichtigsten Potenzfunktionen mit ihren Graphen dargestellt:

Typischer Graph (fiir a > 0) und typische Eigenschaften fiir Potenzfunktionen mit positivem,

geradem Exponenten: 3

symmetrisch um die y-Achse; nicht monoton; eine N

Extremstelle bei (0| b), keine Wendestelle; maximal 2 2’ =1

2 -\V 2 3

Typischer Graph (fiir a > 0) und typische Eigenschaften fur Potenzfunktionen mit positivem,

Nullstellen; nicht-periodisch;

ungeradem Exponenten:

monoton; keine Extremstelle; eine Wendestelle bei (0] b), die 3
ein Sattelpunkt ist; eine Nullstelle; nicht-periodisch;

Typischer Graph (fiir a > 0) und typische Eigenschaften fur /—

Potenzfunktionen mit negativem, geradem Exponenten:

nicht definiert fir x = 0; symmetrisch um die y-Achse, die auch
Asymptote ist; y = b ist Asymptote; Definitionsbereiche (—o0;0)
und (0;+o00); in jedem Teilbereich monoton, aber in den 1+

Teilbereichen ist die Monotonie unterschiedlich (in einem

steigend, im anderen fallend); keine Extremstelle; keine 2 0
Wendestelle; 2 oder keine Nullstellen; nicht-periodisch;

Typischer Graph (fiir @ > 0) und typische Eigenschaften fiir Potenzfunktionen mit negativem,

ungeradem Exponenten: o
nicht definiert fiir x = 0; y-Achse ist Asymptote; y = b ist 3]
Asymptote; Definitionsbereiche (—o0;0)und (0;+o0); in jedem 2]

Teilbereich monoton, beide Teilbereiche haben die gleiche -
Monotonie (beide steigend oder beide fallend); keine 0

Extremstelle; keine Wendestelle; eine oder keine Nullstelle; 1

nicht-periodisch;
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Typischer Graph (fiir g > 0) und typische Eigenschaften fuir Wurzelfunktionen:

Definitionsbereich [0;+0) ; monoton; keine 2
Extremstelle; keine Wendestelle; rechtsgekriimmt;
maximal eine Nullstelle; nicht-periodisch;

A " 23 i 5 &

Beispiele flr verbale Beschreibungen von Potenzfunktionen:

Die Leuchtkraft L eines Sterns wichst mit der 4.Potenz der Temperatur T= L(T)=a-T*

1
Die Gravitationskraft Fg nimmt mit dem Quadrat der Entfernung rab = F;(r)=a-—
r

Das Volumen V einer Kugel wichst mit der dritten Potenz des Radius r = V(r)=a-r’

Die Summe der kinetischen und potentiellen Energie E = E, + E eines Korpers, der sich in
einer Ebene bewegt wichst mit dem Quadrat seiner Geschwindigkeit v = E =a-v’ + E,

Die Stromstarke I des Stroms, der bei konstanter Spannung durch ein Bauteil flieRt, ist

a
indirekt proportional zum elektrischen Widerstand R des Bauteils = | ZE

Wenn die Potenzfunktion tabellarisch gegeben ist, dann kann man meist zuerst die
Datenpaare graphisch darstellen und dann die Potenzfunktion entsprechend der Form des
Graphen abschatzen. Um die Funktionsgleichung zu bekommen, muss man die Potenz raten
und dann eben ausprobieren, ob die geratene Funktion zu den Wertepaaren passt.

Bsp:

X
f(x) 3 2,5 2,25 2,167 2,143

T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7

1
Die Funktion ist monoton fallend, die Werte nahern sich dem Wert2 an. = f(x)=2+=
X

Wenn die Funktionsgleichung gegeben ist, ist das Anlegen einer Tabelle oder das Zeichnen
eines Graphen nicht schwer, und vom Graphen einer Funktion kommt man auch schnell auf
die Funktionsgleichung, wenn man die Potenz einmal erkannt hat. (FA 3.2)
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FA 3.2 - Parameter der Potenzfunktionen ermitteln

Wertepaare aus Funktionsgleichungen, Graphen und Tabellen ermitteln, sollte nicht schwer
fallen.

Die Parameter a und b bestimmt man am besten mit den Argumenten (x-Werten) 0 und 1:
Wenn der Exponent der Potenzfunktion groRer ist als null (z > 0), dann gilt: f(0) = b. Das gilt
auch bei der Wurzelfunktion.

Bei negativen Exponenten, bzw. wenn die Potenz im Nenner eines Bruchs steht, dann ist y=b
eine horizontale Asymptote des Funktionsgraphen. Es gilt dann, dass der Funktionswert
eines sehr hohen Arguments fast b sein muss: lm f(x)=Db

Man kann meist einfach eine hohe Zahl (1000; 100000) fiir x einsetzen und dann runden.

Wenn man b bestimmt hat, bekommt man a leicht aus der Gleichung f (1) =a-1+b oder aus

einem anderen leicht zu lesenden Wertepaar.
Alternativ kann man mit zwei Wertepaaren ein Gleichungssystem aufstellen und dann l6sen.

Bspl: f(x)=a-x*+b

3

f(0)=b=1
f(2)=3=a-2°+1 |1

2=a-2° |:8
0 a=0,25

4 = f(x)=0,25-x>+1

a
Bsp 2: Eine Tabelle gibt Werte einer gebrochen rationalen Funktion fan: f(x)=—+D
X

X 1 2 4 6 7

f(x) 3 2,5 2,25 2,167 2,143

Die Werte ndhern sich dem Wert2 an. = b=2

\\ﬂ\*_ﬁ f(l):3:a-%+2 -2

1=a

o :>f(x)=1+2
S T T X
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FA 3.3 - Wirkung der Parameter der Potenzfunktionen
Wir definieren fiir den ,,Grundtyp” einer Potenz- oder Wurzelfunktion: a=1,b=0

Es ist z.B. der Grundtyp einer Potenzfunktion 3.Grades: f(x)=x°

Parameter a:

Der Parameter a streckt bzw. staucht den Funktionsgraph in y-Richtung gegentiber seinem
Grundtyp. Wenn a > 1, dann liegen die Funktionswerte zweier (benachbarter) Argumente weiter
auseinander als beim Grundtyp. Wenn 0 < a < 1, dann liegen sie ndher beisammen.

Wenn gilt a <0, ist der Graph der Funktion symmetrisch iber die x-Achse (bzw. zur horizontalen
Geraden y = b) zum entsprechenden Graphen mit |a].

Im Kontext einer Potenzfunktion driickt der Parameter a eine multiplikative Konstante aus.

Beispiele:
Die Gravitationskraft Fs zwischen zwei Massen nimmt mit dem Quadrat ihrer Entfernung r

ab = FG(r):a-r—lz

Der Parameter a enthalt hier die nicht im Text angegebenen Konstanten und Variablen, in
diesem Fall das Produkt der Gravitationskonstanten mit den beiden Massen: a=G-m, -m,

Das Volumen V einer Kugel wichst mit der dritten Potenz des Radius r = V(r)=a-r?

4.1
Der Parameter g steht hier fir a = T (siehe Formelheft)

Parameter b:
Der Parameter b verschiebt den Funktionsgraph

]
in y-Richtung gegeniiber seinem Grundtyp. Fir . “
Potenzfunktionen mit z > 0 und fir die \‘ o
Wourzelfunktion gilt f(0) = b. In diesem Fall kann ‘. =1/ +1

-~
.~---------|

b manchmal auch als Anfangswert (Startwert)
gedeutet werden.

Bei Potenzfunktionen mit z < 0 (Potenz im
Nenner) wird die horizontale Asymptote
gegeniiber dem Grundtyp um b verschoben.

In diesem Fall driickt b aus, welchem Wert sich
f(x) annahert, wenn x immer groRer wird.
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FA 3.4 - Indirekte Proportionalitit

a
Eine Potenzfunktion mit z = -1 und b = 0 hat die Funktionsgleichung f (x) =—.
X

Das ist die Funktionsgleichung einer indirekten Proportion.

Typisches Merkmal einer indirekten Proportion: Wenn das Argument mit dem Faktor Kk
1
multipliziert wird, wird der Funktionswert mit dem Faktor E multipliziert.

Ein anderer Zugang: Bei einer indirekten Proportion ist das Produkt von Argument und
Funktionswertimmer konstant: x- f(x)=a

Beispiele:

Die Zeit t, die fur das Zurlicklegen eines Weges a bendétigt wird, ist indirekt proportional zur
a

Geschwindigkeit v : t(v) =—.
v

Das bedeutet: Wenn man eine fixe Strecke mit der doppelten Geschwindigkeit zurlicklegt,
bendtigt man die halbe Zeit.

Kommentar: Der Parameter a beschreibt hier ausnahmsweise die Lange des Weges und
nicht (wie sonst meistens) die Beschleunigung.

Wenn man ein Wasserbecken fillt, und die Durchflussrate D des Zulaufs erhéht, so dass
mehr Wasser pro Sekunde ins Becken flieRt, nimmt die zum Fillen bendétigte Zeit t ab.
Die Durchflussrate und die Zeit sind zueinander indirekt proportional.

t(D)=%

Kommentar: Der Parameter a beschriebt hier den Inhalt des Beckens.

Die Stromstarke / in einem Stromkreis mit einer Lampe ist (wenn man in guter Ndherung die

Kabel als widerstandsfrei betrachtet) indirekt proportional zum elektrischen Widerstand R
a

der Lampe. I(R)= 5

Wenn man die Lampe durch eine andere mit halbem Widerstand ersetzt, steigt die

Stromstarke auf das Doppelte.

Kommentar: Der Parameter a beschriebt hier die angelegte Spannung.
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FA 4.1 - Typische Verlaufe von Polynomfunktionen (er)kennen

Gleichungen von Polynomfunktionen haben die Form f(x) = Zai X' neN
i=0

Bsp: f(X)=x*-2x+x*-3x+7

Anmerkung: Auch die konstante Funktion, die lineare Funktion, die quadratische Funktion,
sowie alle Potenzfunktionen mit positivem, ganzzahligem Exponenten sind genau
genommen Polynomfunktionen — wirklich verwendet wird der Ausdruck aber meist erst ab
Polynomfunktionen 3.Grades und wenn in der Funktionsgleichung mindestens zwei
Potenzen von x vorkommen (,,Poly” heiRt wortlich ,viele®).

Fir alle Polynomfunktionen mit Grad n gilt:

Die Anzahl der Nullstellen ist maximal so hoch wie n.

Die Anzahl der Extremstellen ist maximal so hoch wie n-1.

Die Anzahl der Wendestellen ist maximal so hoch wie n-2.

Die Konstante (steht meist am Ende des Funktionsterms) beschreibt, bei welchem Wert der
Funktionsgraph die y-Achse schneidet — also f(0).

Typische Verlaufe von Polynomfunktionen 3.Grades: f(x) =ax’® +bx* +cx+d

wenn a > 0, verlauft der Graph von links unten mit zwei oder null Extrempunkten und genau
einem Wendepunkt nach rechts oben:

N

‘ . —0 . i 2 0 3
4 /3 Nl y/ 2

wenn a < 0, verlauft der Graph von links oben nach rechts unten:

|

|
w

|
\+]

|
o
-
N

-2

-24
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Typische Verldufe von Polynomfunktionen 4.Grades: f(x) =ax" +bx® +cx® +dx+e

wenn a > 0, verlauft der Graph von links oben zuerst nach unten, hat dann ein oder drei
Extrempunkte und null oder zwei Wendepunkte, und dann verlauft er wieder nach rechts
oben:

s
N

wenn a < 0, verlauft der Graph von links unten zuerst nach oben, hat dann ein oder drei
Extrempunkte und null oder zwei Wendepunkte, und dann verlauft er wieder nach rechts

unten:
6-
4-
4-
2 24
0 27
2 0 > 4 6 0
2 0
T O T
-2 -2 0 2
_2-
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FA 4.2 - Darstellungswechsel bei Polynomfunktionen

Man soll zwischen tabellarischen und grafischen Darstellungen von Polynomfunktionen
wechseln kénnen.

Tabelle zu Graph:

Jedes Wertepaar als Punkt in der Ebene auftragen, die Punkte (rund) verbinden und den
Grad der Polynomfunktion aufgrund der Extremstellen (und Wendestellen) schatzen.

Bsp:

X
f(x) |6 |232|063|007|0|-0,05 |-0,38 |-1,05 | -2 -2,93 | -3,38 | -2,68 | 0| 5,7

[ 6' 6
°
5 5
4 4
31 3
°
24 54
14 1-
°
00 e o
-2 -1 0 ° 2 3 4
-1 °®
-2 1 e
°
_3- e
°

= Polynom 4.Grades

Von einem Graph zu einer Tabelle wechseln ist auch nicht schwer, man liest einfach die
wichtigsten Datenpunkte — also die Nullstellen, die Extrema, die Wendepunkte und die
Punkte, die an den Enden der Darstellung (links und rechts) liegen — ab, und legt eine Tabelle
an, bzw. ergdnzt eine vorgegebene Tabelle.
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FA 4.3 - Funktionswert und Argumente ermitteln
Man soll aus Tabellen, Graphen und Funktionsgleichungen Funktionswerte ermitteln
konnen. Aus einer Tabelle oder aus einem Graphen einen Funktionswert abzulesen, sollte
nicht schwer sein. Und bei gegebener Funktionsgleichung (durch Einsetzen des Arguments
/des x-Werts) den Funktionswert zu bestimmen, sollte (mit Technologie) auch keine Hiirde
darstellen.

Bsp: gegeben ist die Polynomfunktion f mit der Gleichung f(x) = x> —3x*+2

Welchen Funktionswert hat die Funktion an der Stelle 2°?
f(2) =2°-3.2°42=32-24+2=10

Auch das Ermitteln von Argumenten (x-Werten) aus einer Tabelle und einem Graph sollte
nicht schwer sein, es kann aber zu einem Funktionswert mehrere Argumente geben.

Bsp: Gegeben ist der Funktionsgraph einer | . |
Polynomfunktion 4.Grades. Ermittle alle 12 - 0 12
Argumente x; fur die gilt: f(x) =-1
x1=-1,6
xX2=0

_2~
X3 = 1,6

Fiir quadratische Gleichungen sollen Argumente auch aus der Funktionsgleichung
rechnerisch ermittelt werden kénnen. Das lauft auf das Losen einer quadratischen
Gleichung hinaus.

Bsp: Fir die Flughthe h eines zum Zeitpunkt t = 0 senkrecht nach oben geworfenen Steins
gilt: h(t) = 2 + 10t — 5t2, wobei t die Zeit gemessen in Sekunden ist.

Zu welchen Zeitpunkten hat der Stein die Hohe h = 5m?

5=2+10t- 5t* =5t>-10t+3=0

t_lOJ_r\/100—60 10++/40
10 10
t, =0,37sec t, =1,63sec
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FA 4.4 - Null-, Extrem- und Wendestellen einer Polynomfunktion

Alle folgenden Aussagen beziehen sich auf Polynome mit Grad n>2. Die anderen, also die
lineare Funktion und die konstante Funktion, sind einfache Sonderfalle von
Polynomfunktionen.

Eine Polynomfunktion vom Grad n hat maximal n Nullstellen.
Eine Polynomfunktion vom Grad n hat maximal n-1 Extremstellen.
Eine Polynomfunktion vom Grad n hat maximal n-2 Wendestellen.

Jede Polynomfunktion mit ungeradem Grad hat mindestens eine Nullstelle.
Jede Polynomfunktion mit geradem Grad hat mindestens eine Extremstelle.

Eine Polynomfunktion vom Grad 3 hat entweder keine oder zwei Extremstellen und genau
eine Wendestelle.

Eine Polynomfunktion vom Grad 4 hat entweder eine oder drei Extremstellen und entweder
keine oder zwei Wendestellen.

Bsp: Gegeben ist ein Ausschnitt eines Graphen einer Polynomfunktion. Der Ausschnitt
enthalt alle Null-, Extrem- und Wendestellen des Polynoms.
Bestimme den Grad des Polynoms!

Drei Nullstellen, vier Extremstellen, drei Wendepunkte

= Polynom 5.Grades
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FA 5.1 - Exponentialfunktion erkennen und darstellen

Eine Exponentialfunktion f hat eine Funktionsgleichung der Form

f(x)=a-b"

f(x)=a-e** a,AeR a>0 (undsinnvollerweise 1 #0).

a,beR a,b>0 (undsinnvollerweise b #1) bzw.

Das Wort , Exponentialfunktion” bedeutet, dass die Variable x im Exponenten steht, im

Gegensatz zur Potenzfunktion f (x) =a-x*, wo die Variable x in der Basis steht.

Der Funktionsgraph einer Exponentialfunktion ist eine linksgekrimmte Kurve, die sich

entweder fir X ——oooder fir X —>+ooder x-Achse asymptotisch nahert.

f(x)=1.5 (2"(x))

1
Der Graph unterscheidet sich von den Graphen von Potenzfunktionen wie f(x)== vor
X

allem dadurch, dass er fiir x = 0 einen Funktionswert und keine Polstelle hat.

Es gilt f(0)=a. Sobald man a kennt, kann man b durch einen weiteren Datenpunkt, den man

aus dem Graphen abliest, leicht bestimmen:

Bsp. mit obigem Graph von f:
a=15

3=15-b"|:15
2=b = f(x)=15-2"

weiterer Punkt bei (1| 3)

Typisches Merkmal von exponentiellen Zusammenhangen ist, dass sowohl der

Anderungsfaktor pro Einheit, als auch die relative (prozentuelle) Anderung pro Einheit

konstant sind. So kénnen alle Zusammenhange, die regelmalige prozentuelle

Veranderungen beinhalten, mit Exponentialfunktionen dargestellt werden.

Bsp:

Ein Kapital Ko wird mit 3% Jahreszinsen verzinst: K(t) =K, -1, 03' (tinJahren).

79



Ein Gummiball fallt von der H6he ho und springt immer auf 80% seiner vorherigen
Sprunghohe wieder hoch: h(n)=h,-0,8" neN

Bei tabellarisch angegebenen Exponentialfunktionen muss gelten, dass der Anderungsfaktor

pro Einheit immer konstant ist. Wenn die Tabelle in regelmafigen Intervallen der Ldnge s

f(x+5s)
f(x)

angegeben ist (z.B. s = 1), dann muss gelten: =konstant=b°®.

Wenn die Tabelle in unregelmafRigen Intervallen angegeben, muss fiir jede zwei Datenpaare

(x1 ] fix1)), (x2 | fix2) ) mit s =x2—x1 gelten, dass die s-te Wurzel aus f EXZ; konstant ist:
Xl
s 10,) =konstant
f(x,)

Bsp: Uberpriife ob die Daten der Tabelle aus der Gleichung einer Exponentialfunktion
stammen kdénnen:

X 1 2 4

fix) 6 12 48

f2) 12 JT@ 48 e O .
o6 C {7 \/;@2 f(2) \/;JZZ

Alle Ausdriicke haben denselben Wert, also kdnnen die Daten aus der Gleichung einer
Exponentialfunktion stammen.

/ f(x
Der Wert s fE 2; ist dann der Parameter b. Wenn man diesen Parameter kennt, kann man
Xl

den Parameter a leicht aus einem Wertepaar der Tabelle bestimmen:

12=f(2)=a-b*=a-2°=a-4
a=3 = f(x)=3-2"
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FA 5.2 - von Exponentialfunktionen Werte(paare) ermitteln

Man soll aus Tabellen, Graphen und Gleichungen von Exponentialfunktionen Werte(paare)
ermitteln und im Kontext deuten kénnen.

Das Ermitteln von Wertepaaren aus Tabellen und Graphen ist nicht schwer, man muss die
Wertepaare eben auslesen bzw. mittels Lineal herausmessen. Das Ermitteln eines
Funktionswertes aus einer gegebenen Funktionsgleichung geht (iber Einsetzen des
Arguments in die Funktionsgleichung. Umgekehrt [auft das Ermitteln eines Arguments auf
das Logarithmieren einer Gleichung hinaus.

Bsp:
Die Anzahl der noch nicht zerfallenen Atomkerne eines radioaktiven Isotops ldsst sich durch
die Gleichung N(t)=N,-0,7" (t in Stunden)angeben.

Bestimme die Zeit nach der 90% der Kerne zerfallen sind.

90% zerfallen bedeutet, dass 10% noch nicht zerfallen sind. Also gilt N(t)=0,1-N,
0,1-N, =N, -0,7" |:N,
01=0,7" |[In

In(0,1) =t-In(0,7) =t n0.7)

=6,46Stunden

,Deuten im Kontext” bedeutet immer, dass die Wertpaare dem Inhalt der Aufgabe
entsprechend interpretiert werden miussen.

Bsp:

Geben ist der Graph einer Exponentialfunktion, die das Anwachsen des Holzbestandes H —
gemessen in Kubikmetern -- eines Waldes liber einen Zeitraum (gemessen in Jahren)
beschreibt. Auf diesem Graphen sind drei Punkte eingezeichnet.

Bestimme die Koordinaten der drei Punkte und interpretiere die Punkte im Kontext.

H(t) in Kubikmeter A: (0] 1000); Zu Beginn des
Zeitraums war der Bestand 1000
Kubikmeter Holz.

5000+

4000+

B: (35| 2000); Nach ca. 35 Jahren
war der Holzbestand 2000
Kubikmeter. Das bedeutet, die
Verdopplungszeit ist ca. 35 Jahre.

3000+

2000+

10004

C: (80| 4900); Nach 80 Jahren ist
0 : : , tin Jahren . der Holzbestand ca. 4900
0 20 40 60 80 .
Kubikmeter.
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FA 5.3 - Wirkung der Parameter a und b bzw. e* kennen

Eine Exponentialfunktion f hat eine Funktionsgleichung der Form
f(x)=a-b* abeR ab>0bzw. f(x)=a-e** aleR a>0.

Daraus ergeben sich die Beziehungen b =e” und In(b) = A, mit denen die Gleichungen in die

jeweils andere Form umgeschrieben werden kdnnen.
Bsp:

f(x)=3-e***
b=e"=122 = f(x)=3-1,22"

g(x)=50-0,7"
A=1In(0,7)=-0,357 = g(x)= 50. g 0357

Esgilt: f(0)=aunda>0.
Somit ist a oft der Startwert, der Wert, der z.B. zum Zeitpunkt t = 0 schon vorliegt.

b ist der Anderungsfaktor pro Einheit und es gilt b > 0.
Es giltimmer: f(x+1)=b-f(x) bzw. f(x+s)=b*-f(x) seR

Wenn gilt: 0 < b < 1, dann gilt nach In(b) = A entsprechend A < 0. In diesem Fall ist die
Exponentialfunktion streng monoton fallend und der Graph nahert sich fiir X —>+ooder

x-Achse asymptotisch an.
Je naher b bei null liegt, desto schneller fallt die Kurve fiir x > 0.

Wenn gilt: b > 1, dann gilt nach In(b) = Aentsprechend A >0. In diesem Fall ist die
Exponentialfunktion streng monoton steigend und der Graph nahert sich fiir X —>—ooder

x-Achse asymptotisch an.
Je weiter weg b von eins liegt, desto schneller steigt die Kurve fir x > 0.

Bsp:

Die Schneehohe H (in cm) auf einer Wiese entwickelt sich (iber einen Zeitraum gemal der
Funktionsgleichung H(t) =60-e%*" (tin Tagen).

Interpretiere die beiden Zahlen 60 und -0,2 im Kontext.

60: Am Beginn des Zeitraums war die Schneehéhe 60 cm.
-0,2: Die Zahl ist negativ, das bedeutet, die Schneehéhe nimmt liber den Zeitraum monoton

ab. Wegen b=e"%?=0,82 gilt auch H(t) =60-0,82', was bedeutet, dass die Schneedecke
Uber einen Tag auf 82% ihres Vortageshodhe sinkt bzw. um 18% pro Tag abnimmt.
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FA 5.4 - Charakteristische Eigenschaften der Exponentialfunktion

Zu den charakteristischen Eigenschaften der Exponentialfunktion mit der Funktionsgleichung
. f 1
f (X) = a-b*gehéren vor allem, dass sowohl der Anderungsfaktor pro Einheit %, als
X
f(x+1)—f(x)

f(x)

auch die relative (prozentuelle) Anderung pro Einheit konstant sind.

_ f(x+1)

Esgilt: f(x+1)=b-f(x)bzw. b oder allgemeiner fir seR: f(x+s)=b’- f(X)

Die relative Anderung pro Einheit ist um den Wert 1 kleiner als der Anderungsfaktor pro

f(x+D)—-f(x) f(x+1) B f(x) b
f(x) fx) ()

Einheit und ist auch kontant:

Umgekehrt heiBt das, dass alle Sachverhalte, bei denen bekannt ist, dass sie einer
konstanten relativen Anderung unterliegen, durch Exponentialfunktionen beschrieben
werden konnen.

Bsp:

Ein Kapital Ko wird mit 3% Jahreszinsen verzinst: K(t) = K,-1,03" (tin Jahren).
Ein Gummiball fallt von der Hohe ho und springt immer auf 80% seiner vorherigen
Sprunghohe wieder hoch: h(n)=h,-0,8" neN

Eine zweite charakteristische Eigenschaft einer Exponentialfunktion ist, dass die
Ableitungsfunktion der Exponentialfunktion immer direkt proportional zur Funktion selbst
ist.

Am deutlichsten ist das bei f (x) =€*, denn dagiltja: f'(x)=¢" = f(X)

Inhaltlich bedeutet das, dass die Verdnderung der Funktion f(Xx)=e* (graphisch: die

Steigung der Tangente an einem Punkt) immer dem Funktionswert entspricht.

So bekommt man zum Beispiel mehr Zinsen, wenn man mehr Geld auf der Bank hat.

Auch (nicht zurlickgezahlte) Schulden steigen in absoluten Zahlen schneller, wenn man mehr
Schulden hat. Oder die Veranderung der Hohe eines springenden Gummiballs wird dann
grol sein, wenn die urspriingliche Hohe grolR war (beim ersten Sprung verliert der Ball am
meisten Hohe, danach immer weniger).

Aber auch bei anderen Exponentialfunktionen gilt die direkte Proportionalitat zwischen
Funktion und Ableitungsfunktion. Es gilt bei f (x)=¢**: f'(x)=1-e**
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FA 5.5 - Halbwertszeit und Verdopplungszeit
Die Halbwertszeit ist die Zeit, in der eine untersuchte GroRRe auf die Halfte ihres
urspringlichen Wertes abnimmt.

Die Verdopplungszeit ist die Zeit, in der eine untersuchte GréRe auf das Doppelte ihres
urspriinglichen Wertes anwachst.

Beide Zeiten sind nicht notwendigerweise an Exponentialfunktionen gekoppelt, sie sind aber
in diesem Kontext besonders interessant, da sie jeweils konstant, also unabhangig vom Wert
der vorliegenden GroRe sind.

Bsp:
Von einem radioaktiven Isotop mit der Halbwertszeit t,; =3 Stunden sind am Anfang einer

Untersuchung 80 mg vorhanden. Wieviel ist nach einem Tag noch vorhanden?

Alle drei Stunden halbiert sich die Menge, also innerhalb von 24 Stunden gibt es acht
Halbierungen: 80-40-20-10-5-2,5-1,25-0,625-0,3125

Es gibt also nach einem Tag noch 0,3125 mg des Isotops.

Alternativ: N(24)=80-0, 5% =0,3125

Alternativ:

N(3):% :%zSO-e“’ = 0,5=¢"°

P In(0,5) = 0,231 = N(t)=N, L0231
3

N(24) =80-e°%% =0,3129

Ungenauigkeit wg. Rundung beim In().

Bsp: Gegeben ist der Graph einer Exponentialfunktion (t in Jahren). Bestimme die
Verdopplungszeit t;.

6 N(t)

5] t.=3,8 Jahre
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FA 5.6 - Angemessenheit der Beschreibung mittels Exponentialfunktion
Wenn ein Sachverhalt mit einer Exponentialfunktion beschrieben wird, muss er den
charakteristischen Eigenschaften der Exponentialfunktion genligen.

Es muss also gelten, dass die relative Anderung pro Einheit und der Anderungsfaktor pro
Einheit konstant sind, bzw. dass die momentane Anderungsrate immer proportional zum
Funktionswert ist. Auch muss gelten dass f (0) > Qist, und das asymptotische Verhalten im
Fall einer Abnahme muss gegeben sein (im Fall einer Zunahme gilt das asymptotische
Verhalten fir X — —o0, und das ist oft nicht relevant).

Wenn eine dieser Eigenschaften verletzt ist, dann ist eine Exponentialfunktion nicht
geeignet, den Sachverhalt exakt zu beschreiben. Ob eine Exponentialfunktion zumindest
naherungsweise geeignet ist, ist von den Daten abhangig und ist auch Ermessenssache.

Die zweite Eigenschaft (die Proportionalitiat der Anderungsrate zum Funktionswert) ist nicht

so leicht zu Uberprifen, sie ist aber nur fur die Funktion f (x) =e*Grundkompetenz.

Exponentialfunktion werden auch verwendet, wenn die der Realsituation entsprechende
Definitionsmenge nicht ganz R ist. Oft ist die Funktion nur in (einer Teilmenge von) R}

definiert oder tiberhaupt nur in (einer Teilmenge von) N .

Bsp:
Die abnehmende Amplitude (maximale Auslenkung) eines frei schwingenden Pendels wird
durch die Funktion A(n) = A, -0,95" beschrieben.

Hier ist eigentlich n € N, da man die Auslenkungen nach der ersten, der zweiten, der dritten
etc. Schwingung betrachtet.

Prinzipiell ist die Beschreibung mittels Exponentialfunktion sinnvoll, da ein Pendel durch
Luftwiderstand an Amplitude verliert, und zwar je mehr es schwingt, desto mehr verliert es
an Amplitude. Die Proportionalitit zwischen der Anderung des Funktionswertes und dem
Funktionswert selbst ist gegeben.

Bsp:
Jemand zahlt auf ein Konto, das mit 3% Jahreszinsen verzinst ist jeden Monat 50 Euro ein.
Kann man den Kapitalstand mit einer Exponentialfunktion beschreiben?

Nein, durch das regelmaRige Einzahlen steigt das Kapital immer beim Einzahlen sprunghaft
an. Nur zwischen den Einzahlungen entwickelt sich das Kapital gemal einer
Exponentialfunktion.
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FA 6.1 - Sinusfunktion erkennen
Die allgemeine Sinusfunktion hat die Funktionsgleichung f(x)=a-sin(b-x); a,beR

Ihre wichtigste Eigenschaft ist die Periodizitat. Es gilt also fiir alle Argumente (x-Werte):
f(xX)=f(x+n-P) neN, wobeiP die Periode genannt wird. Auf einen Graphen bezogen
ist die Periode (vereinfacht gesagt) der x-Abstand zwischen zwei Maxima.

2
Esgilt P= Tﬂ Der Parameter b driickt aus, wie oft die Sinusfunktion im Intervall [0; 2]
(bzw. [0; 6,28]) einen vollstandigen Zyklus durchlauft.

Die Funktionswerte liegen alle im Intervall [-a, +a], die Extremstellen haben eben die
Funktionswerte —a und +a.

Jede Sinusfunktion des Typs f(x) =a-sin(b-x); a,beR verlduft durch (0]0).

Von einer Formel auf den Graphen zu kommen, ist mit Technologie einfach. Umgekehrt
kann man a als Funktionswert der Maxima leicht ablesen. Dann misst man P und rechnet
2r
b=—.
P

Alternativ kann man (bei einfachen Kurven) zahlen, wie oft die Funktion im Intervall [0; 2]
schwingt (hin und her zahlt als eine Schwingung), dann hat man den Parameter b direkt.

Bsp:

ANANAANT

a=3

b=4

f (x)=3-sin(4x)
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FA 6.2 - Wertepaare der Sinusfunktion
Aus Graphen ein Wertepaar (x|f(x)) bei gegebenem Argument x abzulesen, ist einfach.
Aufpassen muss man, wenn der Funktionswert f(x) gegeben und das Argument x gesucht ist,
da wegen der Periodizitdt mehrere Argumente den gleichen Funktionswert haben.

Bsp: Gegeben ist der Graph einer periodischen Funktion. Ermittle das Wertepaar (3 | f(3))
und vier mogliche Wertepaare (x | 2).

AWAWA

-2 4

Lésung:

B, =(-1572 B, =(0.52, 2) B.|= (2.62, 2) B, =471 2)

3
1- A= (3.0.82
0

0
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Ahnlich ist es, wenn eine Funktionsgleichung gegeben ist. Bei gegebenem Argument muss
man die Funktion nur auswerten, bei gegebenem Funktionswert muss man umformen und
die Periodizitat beachten. Es empfiehlt sich bei Verwendung von Technologie bei gegebener
Gleichung auch den Graph zeichnen zu lassen.

Egal ob ein Graph oder eine Funktionsgleichung gegeben ist, die Interpretation im Kontext
sollte unter Verwendung der entsprechenden GrofRen bzw. Einheiten erfolgen.

Bsp:

Ein Kind schaukelt. Die momentane Auslenkung der Schaukel wird (ndherungsweise) durch
die Funktionsgleichung f (t) =1,5-sin(2-t)beschrieben. Dabei wird die Auslenkung in

Metern, und die Zeit in Sekunden angegeben. Zum Zeitpunkt t = 0 befindet sich die Schaukel
im tiefsten Punkt und schwingt gerade nach vor.

Wo befindet sich die Schaukel zum Zeitpunkt t = 3 Sekunden und in welche Richtung
schwingt sie?
Wann ist die Schaukel zum ersten Mal fiir t > 0 am hintersten Punkt?

Lésung:
f(3)=-0,42
-1,5=1,5-sin(2t)

—1=sin(2t)

_ sin™(-1) _

t 0,78

Das ist aber nicht die Losung, da t > 0 gefordert wird. Man muss noch eine Periode dazu
zahlen: t=0,78+7=2,36

-1 0 1 2 4 5
A= (3,-0.42)

E = (2,36, -1.5)

Nach 3 Sekunden ist die Schaukel 0,42 Meter hinter dem tiefsten Punkt und schwingt gerade
nach vor.
Nach 2,36 Sekunden ist die Schaukel das erste Mal am hintersten Punkt.
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FA 6.3 - Wirkung der Parameter bei der Sinusfunktion
Die Funktionsgleichung einer Sinusfunktion g lautet: g(x) =a-sin(b-x)

Die Parameter a und b haben dabei folgende Bedeutung:

a ist die Amplitude, das ist -- wenn a > 0 ist -- der Funktionswert des Maximums. In
praktischen Aufgaben ist die Amplitude oft die maximale Auslenkung, bzw. der maximale
Abstand zur Ruhelage (etwa bei einem Pendel).

Bei a > 0 hat die Funktion rechts vom Ursprung (0| 0) zuerst ein Maximum.

Bei a < 0 hat die Funktion rechts vom Ursprung (0|0) zuerst ein Minimum.

Wenn a grofRer wird, entfernen sich die Maxima weiter von der x-Achse, bzw. bei einem
realen Objekt wird die Amplitude groBer (z.B. starker schaukeln).

b drickt aus, wie viele vollstdandige Schwingungen (hin und her) die Funktion im Intervall
[0; 2] macht. Wenn b groRer wird, schieben sich die Maxima ndaher zusammen, da mehr
vollstandige Schwingungen ins Intervall [0; 27t] passen.

Bsp: Bestimme a und b.

ARAmARA
oV

nach dem Ursprung zuerst ein Minimum = a<0 = a=-3

Anzahl der vollstandigen Schwingung im Intervall [0; 27t]: b=4 = g(X) =-3-sin(4x)

Zusatzinformation:

b heildt in der Physik Winkelfrequenz.

b
Fur die Frequenz f, die Anzahl der Schwingungen pro Sekunde, gilt: f = Py bzw. b=2xf .
T

Bsp: Eine Saite schwingt mit 400 Hz (400 Schwingungen pro Sekunde) und einer Amplitude
von 0,005 m. Welche Funktionsgleichung bildet diese Schwingung ab?

g(t) =0,005-sin (8007 -t)
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FA 6.4 - Periodizitat als charakteristische Eigenschaft der Sinusfunktion

Von allen Eigenschaften der Sinusfunktion ist die Periodizitat die wichtigste. Periodizitat
bedeutet, dass fiir alle Argumente (x-Werte) gilt:

f(x)=f(x+n-P) neN

P wird ,,Periode” genannt wird. Auf einen Graphen bezogen ist die Periode (vereinfacht
gesagt) der x-Abstand zwischen zwei Maxima (oder zwei Minima).

f(x)=3sin(2x) P=314

Aufgrund ihrer Periodizitat kann die Sinusfunktion zur Beschreibung von sich immer
wiederholenden (eben periodischen) Vorgangen eingesetzt werden.

Die beiden wichtigsten periodischen Vorgange sind Schwingungen (Saite, Schaukel, Pendel,
etc. ) und Kreisbewegungen bzw. Rotationen (Rad, die Erde, Turbine, etc.). Aber auch
andere periodische Vorgange, wie zum Beispiel der Herzschlag oder die Gezeitenwirkung,
kénnen durch Aufsummieren von verschiedenen Sinusfunktionen modelliert werden.
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FA 6.5 - Beziehung zwischen Cosinus- und Sinusfunktion

Die Cosinusfunktion und die Sinusfunktion haben bis auf eine Verschiebung um eine
Viertelperiode entlang der x-Achse denselben Verlauf. Es gilt:

cos(x)=sin(x+%) bzw. sin(x):cos(x—%)

3-
g(x)=cos(x)
2-
f(x)=sin(x)
/’4-—‘-"" ”—.“-‘*"‘
,/, ) ~ ’/, \\\
, O \\\ /’/ \\\
O \\\ -IT /// Tr \\\ 3 //
~ - \\ ,/
_1_ \‘*.______/’ "-_.__‘-—’r

Die Cosinusfunktion verlauft durch (0|1) und hat dort ein Maximum. Die Sinusfunktion
verlduft durch (0]0) und hat ihr Maximum etwas ,spater”. Die Verschiebung ist genau eine
Viertelperiode, und weil die Periode der elementaren Sinusfunktion 27 ist, betragt die

Verschiebung%.

Wenn man sich nicht sicher ist, ob das — addiert oder subtrahiert werden soll, sollte man

die zwei Funktionen mit Technologie zeichnen, oder ein paar Funktionswerte ausrechnen.
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FA 6.6 - Ableitungen von Sinus- und Cosinusfunktion
Flr die Ableitungen der Sinus- und der Cosinusfunktion gilt:

[sin(x)]" = cos(x)
[cos(x)]' =—sin(x)

Wenn man sich die Graphen ansieht, erkennt man, dass die Sinusfunktion bei (0| 0) ihre
grolte positive Steigung, also einen Wendepunkt hat, entsprechend hat die Cosinusfunktion
- die ja als erste Ableitung die Tangentensteigungen an die Sinusfunktion darstellt - bei der
Stelle 0 ein Maximum. Man kann viele Verbindungen zwischen Nullstellen, Extremstellen
und Wendestellen der beiden Funktionen finden, welche alle die beiden Ableitungsformeln
bestatigen — Beweise sind das allerdings nicht.

Fiir die Grundkompetenz reicht es, die Beziehungen zu kennen, und diese finden sich ja auch
in jedem Formelheft.

3-
g(x)=cos(x)

2-
f(x)=sin(x)

4‘4-—‘\"\ ”——--"'“
/// \\ //, \\\
0 \\\ //, N
0 \\\ 1T //, T \\\\ 3 //’/
_1_ \"-.__'_._—f" \"..___.”

Interessant sind auch Betrachtungen der héheren Ableitungen:

[sin(x)]""=—sin(x)  [sin(x)]""" =sin(x)

[cos(x)]"=—cos(x)  [cos(x)]""" =cos(x)
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AN 1.1 - Anderungsmafe (gleich alle fiinf)

Eine Funktion fsei in einem Intervall [a, b] definiert.
Dann gelten folgende Definitionen.

,absolute Anderung” der Funktion im Intervall [a, b]: f (b)— f(a)

) N f(b)-f(a
,relative Anderung” bzw. ,prozentuelle Anderung” der Funktion im Intervall [a, b]: %
a
.. f(b)-f(a
,mittlere Anderungsrate” der Funktion im Intervall [a, b]: %
—a
f (b)

»Anderungsfaktor” der Funktion von f(a) auf f(b) im Intervall [a, b]: f(a)
a

Anmerkung: Der Anderungsfaktor ist immer um 1 gréRer als die relative Anderung:
fo)-f(@)_f) f(@_fb) ,
f(a) f(a f(a) f(a)

. . fa+Ax)-f(a
,momentane Anderungsrate” der Funktion an der Stelle a:  lim ( ) @)
AX—0 AX

Alternative Schreibweise mit dem Intervall [x,, X, +Ax]:

»absolute Anderung”: (X, +Ax)— f(X,)

f (X, +AX) = f(X,)
(%)

Jrelative Anderung” bzw. ,prozentuelle Anderung:

f (X, +AX)— f(X,)

,mittlere Anderungsrate:

AX
; f (%, +AX)
,Anderungsfaktor”’: ——=
f(x)
. . f(x, +Ax) — f (X
,momentane Anderungsrate” an der Stellex:  lim % ) (%)

AX—0 AX
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Fir lineare Funktionen gilt:

1. Die absolute Anderung pro Einheit ist konstant.

2. Die mittlere Anderungsrate ist fiir jedes Intervall konstant.
Flr Exponentialfunktionen gilt:

1. Die relative Anderung pro Einheit ist konstant.
2. Der Anderungsfaktor pro Einheit ist konstant.

2
Bsp: Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung f(x) = % +1

Berechne die fiinf AnderungsmaRe im Intervall [1, 4]!

fix)
1 | 1,125
4 3

»absolute Anderung: f(4)— f(1)=3-1.125=1,875

Der Funktionswert nimmt in diesem Intervall absolut um 1,875 zu.

f@)-1T@ _1875_5_, 67 1670
f(D) 1125 3

Jrelative Anderung” bzw. ,prozentuelle Anderung”:

Der Funktionswert nimmt in diesem Intervall um 167% zu.

f(4)-f(@1) 1,875
3
Die mittlere Anderungsrate (durchschnittliche Steigung pro Einheit, Sekanten-Steigung) betragt

0,625.

=0,625

,mittlere Anderungsrate”:

f@__3 _
f() 1125

Man muss f (1) mit 2,67 multiplizieren um f(4) zu erhalten.

»Anderungsfaktor: 2,67

»,momentane Anderungsrate” an der Stelle x:  lim fa+rag- 1) =f'1)=0,25
AX—0 AX

Die momentane Anderungsrate (Tangenten-Steigung) an der Stelle x = 1 betrégt 0,25.
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AN 1.2 - Zusammenhang Differenzenquotient - Differentialquotient

Sei die Funktion f eine reelle Funktion, die in einem Intervall [a, b] definiert ist.

f(b)-f(a)
b-a

Der Differenzenquotient ist dasselbe wie die mittlere Anderungsrate:

Der Name Differenzenquotient bedeutet eben, dass ein Quotient (ein Bruch) aus zwei Differenzen,
namlich f(b)— f(a)und b—a, gebildet wird.

Graphisch entspricht der Differenzenquotient der Steigung einer Sekante s (einer die Funktion
schneidenden Gerade) durch die Punkte A=(a | f(a)) und B=(b | f(b)).

f(b)-f(a)

Wir denken uns nun den Punkt A als fest, und den Punkt B als verschiebbar. Wenn man nun den
Punkt B immer naher an den Punkt A verschiebt, dann wird die Sekante im Grenziibergang, also fiir

lim oder lim zueiner Tangente t, und der Grenzwert der Sekantensteigungen ist die
B> A AX—>0

Tangentensteigung.

(b)
f(b)-fl@a) _ — -~
=TT
) .
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Der Grenzwert des Differenzenquotienten heiRt Differentialquotient, und er kann durch die erste
Ableitung der Funktion an der betrachteten Stelle ermittelt werden:

lim f (X, +AX) — f(x,) ~ (%)
AX— 0 AX

Zu dieser Grundkompetenz gehért es, dass man weiR, dass man die momentane Anderungsrate —
also den Differentialquotient — durch Differenzenquotienten von immer schmaleren Intervallen um
den betrachteten Punkt approximieren kann (, intuitiver Grenzwertbegriff”).

Auch zu dieser Grundkompetenz gehort, dass man Anwendungsfalle kennt wie z.B. das Verhaltnis

von Durchschnittsgeschwindigkeit vV = wzu Momentangeschwindigkeit
, -

T R CPT P
Lot L-

Bsp:

Ein Objekt bewegt sich mit der Geschwindigkeit v(t) =0,3-t* +0,4-t (tin Sekunden)

Berechne die durchschnittliche Beschleunigung a im Intervall [2; 4] Sekunden und die
Momentanbeschleunigung a zum Zeitpunkt t=2 .

Zeige, dass die Momentanbeschleunigung durch durchschnittliche Beschleunigungen tGber immer
kleinere Intervalle [2, t;] angendhert werden kann.

t 2 2,2 2,5 3 4
v(t) 2 2,33 2,9 3,9 6,4
v(4)-v(2) 6,4-2
durchschnittliche Beschleunigung im Intervall [2; 4]: 5[2;4] = ( A)f 2( ) =— > =2,2m/ s?

Momentanbeschleunigung:  a(2)=v'(2)=0,6-2+0,4=16 m/ s?
Anndherung:

_ =v(3)—v(2) _ 3,9-2

_ =1,9m/s?
2 3-2 1

- v(25-v(2) 29-2
2:29] 2,5-2 0,5

=1,8m/s2

- _v(22)-v(2) 2,33-2
2:2.2] 2,2-2 0,2

=1,66m/ s2
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AN 1.3 - Differenzenquotient und Differentialquotient deuten

f(b)-f(a) oder f (X, +AX)— T(X,)

b-a AX
Der Differenzenquotient entspricht der mittleren (durchschnittlichen) Anderungsrate.
Graphisch entspricht der Differenzenquotient der Steigung einer Sekante s (einer die Funktion
schneidenden Gerade) durch die Punkte A=(a | f(a)) und B=(b | f(b)).

Differenzenquotient:

. f AX)— f ,
Differentialquotient:  lim (40 = 1) _ f7(X%)
Ax—0 AX

Der Differentialquotient entspricht der momentanen Anderungsrate.

Graphisch entspricht der Differentialquotient der Steigung einer Tangente t an der Stelle xo.

Der Differentialquotient ist der Grenzwert des Differenzenquotienten. Sein Wert kann durch die
erste Ableitung der Funktion an der betrachteten Stelle ermittelt werden.

f(b)-fa) _ — =~
- t

—
—

Bsp: Der Wasserstand eines Regulierungsbeckens, in das Wasser hinein, aber auch hinausflieBen
kann, wird durch die Funktion h beschrieben. Der Funktionsgraph von h ist gegeben:

h(t) in Matern Ermitteln und deuten Sie den Differenzenquotienten im Intervall [1;3]

und den Differentialquotienten an der Stelle 2.
f3)-f(@1) 1-55
3 -1 2

Vom Beginn von Tag 1 zum Beginn von Tag 3 ist der Wasserstand

-2,25

durchschnittlich um 2,25m/Tag gefallen.

Der Differentialquotient an der Stelle 2, entspricht der

Tangentensteigung an diesem Punkt: k, =-3

0 tin Tagen  Zu Beginn von Tag 2 ist die momentane Anderung des
0 1 2 3 \ Wasserstandes -3 Meter/Tag.
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AN 2.1 - Ableitungsregeln
Potenzregel: f(X)=x" = f'(X)=n-x""

f(x)=x> = f'(x)=5-x*

Bsp: f(x):% also f(x)=x" = f'(x)=—3'x4=;—43
1

f(x)=vx also f(x)=x"° = f'(x)=05-x%°=—+

(X) (X) (x) o
Summenregel: f(X)=g(X)xh(X)= f'(X)=g'(xX)xh'(x)

1

Bsp: fx=x5—x3+\& = f'(X)=5-X*-3x*+——
sp (x) (%) I
Konstanter Faktor: f(X)=k-g(X)= f'(X)=k-g'(x)

f(x)=3-x* = f'(xX)=36-x>=18-%
Bsp: f(x):% also f(x)=4-x7 = f'(x):4.(_2).x-3:;_§

f(x)=3-sin(x) = f'(x)=3-cos(x)

Mit konstantem Faktor multipliziertes Argument: f(x)=g(k-x)= f'(X)=k-g'(k-x)

f(x)=sin(3-x) = f'(x)=3-c0s(3-x)
Bsp: f(Xx)=e* = f'(x)=2-e*

f(x)=+/3x also f(x):(3x)°‘5 = f'(x):0,5-(3x)7°’5~3=

24/3x

Diese letzte Regel ist ein einfacher Spezialfall der Kettenregel.
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AN 3.1 - Begriffe Ableitungsfunktion und Stammfunktion
Gegeben ist eine reelle Funktion f.
Die Ableitungsfunktion f*der Funktion f ist eine Funktion, die man erhalt, wenn man die
Funktionsgleichung entsprechend den Ableitungsregeln ableitet. Die Ableitungsfunktion f*
zu der Funktion f ist eindeutig.
Der Wert der Ableitungsfunktion an einer Stelle xo gibt die momentane Anderungsrate der
Funktion f an dieser Stelle an. Graphisch entspricht der Wert der Ableitungsfunktion an
einer Stelle xo der Steigung der Tangente, die an dieser Stelle an die Funktion gelegt wird.

Wenn fiir ein Intervall [a;b] € R gilt, dass f(x) fiir alle X €[a;b] positiv ist, dann ist die

Funktion f in diesem Intervall streng monoton steigend.

Wenn fiir ein Intervall [a;b] € R gilt, dass f(x) firr alle X €[a;b] negativ ist, dann ist die

Funktion f in diesem Intervall streng monoton fallend.

Wenn an einer Stelle xo gilt f(x0)=0, dann hat die Funktion f an dieser Stelle eine horizontale
Tangente. Die Funktion hat demnach an der Stelle xo ein lokales Extremum oder einen
Sattelpunkt.

Eine Stammfunktion F der Funktion fist eine Funktion, die, wenn man sie ableitet, die
Funktion f ergibt. Die Stammfunktion ist nicht eindeutig. Wenn es zu einer Funktion eine
Stammfunktion gibt, dann gibt es unendlich viele Stammfunktionen, die sich durch eine

Konstante, die Integrationskonstante ¢, unterscheiden.
3 3 3

Bsp: f( =X = Fi()=75 F()=7+2 0=+

Wenn fir die Funktion fin einem Intervall [a;b] e R gilt f(x) >0, dann entspricht der

Flacheninhalt der Flache zwischen dem Funktionsgraph, der x-Achse und den senkrechten
Geraden x = g und x = b dem Wert F(b) — F(a).

Wenn fir die Funktion fin einem Intervall [a;b] e R gilt f(x) <0, dann ist der Ausdruck

F(b) — F(a) negativ. Der Flacheninhalt der Flache zwischen dem Funktionsgraph, der x-Achse
und den senkrechten Geraden x = a und x = b entspricht dann dem Wert — (F(b) — F(a)).

Wenn der Funktionswert von f(x) im Intervall sein Vorzeichen dndert, muss man auf die
Vorzeichen der Ausdriicke der entsprechenden Teilintegrale achten und das Integral
sorgfaltig interpretieren (genaueres bei AN 4.3).

Wenn f eine Polynomfunktion vom Grad n ist, dann hat die Ableitungsfunktion den Grad n-1
und die Stammfunktion den Grad n+1.
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Bsp: Gegeben ist der Graph einer Funktion f. Was kann man im Intervall [0;4] lber die

Funktionswerte der Ableitungsfunktion f“und die Funktionswerte einer moglichen
Stammfunktion F aussagen?
Wenn f eine Polynomfunktion 3.Grades ist, wie sind dann die Grade von f“und F?

f(x)
e
f
14
0 X
0 1 2 3~—"4 5

Die Funktion fist von x = 0 bis ca. x = 1,1 zuerst monoton steigend, also wird f*in diesem
Intervall positive Funktionswerte haben, die immer kleiner werden und bei ca. x=1,1, also
bei der Maximumsstelle (einer Stelle mit horizontaler Tangente) wird der Funktionswert von
f* null sein. Danach sind die Funktionswerte bis ca. x = 3,5 negativ, da f dann fallend ist. Bei
der Minimumsstelle, bei ca. x = 3,5 wird der Funktionswert von f* wieder null, und ab da ist
er wieder positiv. f“ist eine Polynomfunktion 2.Grades.

Da fiir die Funktion fim Intervall [0;3] gilt: (%)

f(x) >0, wird F in diesem Intervall monoton
steigen (der Flacheninhalt zwischen f und der x-
Achse wird immer groRer). Bei x = 3 wechselt
der Funktionsgraph von f unter die x-Achse, also
wird F ab da abnehmen. Da aber die erste
Flache, also die oberhalb der x-Achse groRer ist

als die Flache unterhalb der x-Achse, wird F(4)
einen positiven Wert haben.
F ist eine Polynomfunktion 4.Grades. - -
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AN 3.2 - Graphischer Zusammenhang von Funktion, Ableitungsfunktion(-
en) und Stammfunktion
Zwischen dem Graphen einer Funktion f, dem Graphen seiner Ableitungsfunktion f*und dem
Graphen der zweiten Ableitungsfunktion f* gibt es folgende Zusammenhange:

e Wo feine Extremstelle oder eine Sattelstelle hat, hat f“ eine Nullstelle.

e Wo feine Wendestelle (auch eine Sattelstelle) hat, hat f* eine Extremstelle und f*“
eine Nullstelle.

e Wo f’eine Wendestelle hat, hat f“ eine Extremstelle.

e Wenn gilt f(x0)=0 und f“(x0)< 0, dann liegt bei xo eine lokale Maximumstelle von f.

e Wenn gilt f(x0)=0 und f“(x0)> 0, dann liegt bei xo eine lokale Minimumstelle von f.

e Wenn f bei xo eine Sattelstelle hat, dann gilt f(x0)=0 und f“(x)=0

e Wo fstreng monoton wachst, gilt f(x0)>0

e Wo fstreng monoton fallt, gilt f(x0)<0

Anmerkung: In speziellen Fillen (z.B. f(x)= x*), kann auch bei einer lokalen Extremstelle xo
gelten: f(x0)=0 und f“(xo)= 0. Im Zweifelsfall sollte man die Funktion graphisch darstellen,
dann weild man, ob an einer solchen Stelle ein Extrem- oder ein Sattelpunkt vorliegt.

£(x) o
1.5+

N

Min
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Zwischen dem Graphen einer Funktion f und dem Graphen einer seiner Stammfunktionen F
gibt es folgende Zusammenhange:

e Wo feine Extremstelle hat, hat F einen Wende- oder eine Sattelstelle.

e Wo feine Nullstelle hat, hat F eine Extremstelle oder eine Sattelstelle.

e Wenn gilt f(xo)=0 und der Graph von f dort streng monoton fallend ist, dann liegt bei
F(xo) eine Maximumstelle von F.

e Wenn gilt f(xo)=0 und der Graph von f dort streng monoton steigend ist, dann liegt
bei F(xo) eine Minimumstelle von F.

e Wenn gilt f(xo)=0 und der Graph von f dort eine Extremstelle hat, dann liegt bei F(xo)
eine Sattelstelle von F.

e In einem Intervall wo Uberall gilt f(x)>0, ist F(x) streng monoton wachsend.

e In einem Intervall wo Uberall gilt f(x)<0, ist F(x) streng monoton fallend.

()
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AN 3.3 - Eigenschaften von Funktionen mit Hilfe der Ableitungsfunktion
beschreiben

Sei f eine reelle Funktion und / ein Intervall(a;b) e R .

Monotonie:

Wenn fir alle X € | gilt: f(x) > 0, dann wachst fin | streng monoton.

Wenn fir alle X e | gilt: f(x) <0, dann fallt f in / streng monoton.

Wenn an einer Stelle xo ein Monotoniewechsel stattfindet, dann gilt: f(xo) =0

lokale Extrema:

Wenn gilt f(xo0)=0 und f“(xo0)< 0, dann liegt bei xo eine lokale Maximumstelle von f.

Wenn gilt f(x0)=0 und f“(x0)> 0, dann liegt bei xo eine lokale Minimumstelle von f.

Wenn gilt f(x0)=0 und f“(x0)= 0, dann liegt bei xo entweder eine Sattelstelle oder eine lokale
Extremstelle von f.

Wenn f bei xo eine Sattelstelle hat, dann gilt f(x0)=0 und f“(x)= 0.

Links-/Rechtskriimmung:

Wenn gilt f“(x0)>0, dann ist f bei xo linksgekrimmt (positiv gekrimmt).
Wenn gilt f“(x0)<0, dann ist f bei xo rechtsgekrimmt (negativ gekrimmt).

Wendestellen:

Wenn gilt f“(x0)=0 und f(x0)0, dann liegt bei xo eine Wendestelle von f.

Wenn gilt f(x0)=0 und f“(x0)= 0, dann liegt bei xo entweder eine Sattelstelle oder eine lokale
Extremstelle von f.

Anmerkung: In speziellen Fallen (z.B. f(x)= x*), kann auch bei einer lokalen Extremstelle xo
gelten: f(x0)=0 und f“(xo)= 0. Im Zweifelsfall sollte man die Funktion graphisch darstellen,
dann weild man, ob an einer solchen Stelle ein Extrem- oder ein Sattelpunkt vorliegt.

Bsp: Ermittle die Extrem- und Wendepunkte der Funktion f mit der Funktionsgleichung:
3

f(x):%—x2+l
f'(x)=x"-2x N
f"'(x)=2x-2 f(x)

2_
f'(xX)=0=>x=0; x,=2; f(O):l;f(Z):—%;

1 Max =0, 1)

f'0)=-2<0;f"(2)=2>0 :Max(0|1);M|n(2|—§) W= 03

0 X
" 1 1 0 1 3
P =0=x=L10)=2=W01|3) Min = (2, -0.33)
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AN 4.1 - Integral als Grenzwert einer Summe von Produkten deuten

Sei die Funktion f eine reelle Funktion, die in einem Intervall /=[a, b] definiert ist.
Und esgelte: f(x)>0 furallexel

Dann kann man den Flacheninhalt der Flache, die zwischen dem Funktionsgraph, der x-Achse
und den senkrechten Geraden x = a und x = b liegt, durch die Fldcheninhalte A; von n gleich

b—
breiten Rechtecken, fir die jeweils gilt Ay; = f(X;)- AX approximieren. Dabei gilt AX = ,und x;

ist ein Argument (ein x-Wert), der im oder am Rand vom i-ten Teilintervall liegt.

Anmerkung: Oft werden fiir das Produkt f (X.)-AX fiir x diejenigen Stellen verwendet, die im

Teilintervall den jeweils groBten bzw. den jeweils kleinsten Wert haben. Das flihrt dann zu oberen
und unteren Schranken fiir den Flacheninhalt, man spricht dann von Ober- bzw. von Untersummen.

n
Die Summe aller Rechtecksflachen, also Z f (Xi)-AX approximiert den tatsachlichen Flacheninhalt,
i=1
und die Approximation wird immer besser, je kleiner die Intervalle AX werden, bzw. je groRer die
Zahl der Teilintervalle n wird.

f(x) In der Graphik ist beispielhaft die Funktion f mit der
5+ / Funktionsgleichung f (x) =1+ 2\/; dargestellt.

Der Flacheninhalt der schwarz schraffierten
/ Flache, die zwischen dem Funktionsgraph, der
x-Achse und den senkrechten Geraden x =1 und
3 z
Im dargestellten Fall bilden die Flacheninhalte der
1 drei Rechtecke eine untere Schranke fiir den

X = 4 liegt, kann durch die Summer der
Flacheninhalte der drei roten Rechtecke mit der

Flacheninhalt der schraffierten Flache, die Summe
der Rechtecksflachen ist eine Untersumme.

Breite AX =1 approximiert werden. Wiirde man in
dieser Art sechs Rechtecke mit der Breite AX=0,5

verwenden, ware die Approximation besser, usw.

N
NN

o
-
[N}
w
~

b
Das bestimmte Integral j f (X) - dx der Funktion fim Intervall I=[a, b] ist als Grenzwert dieser
a

Summen far lim bzw. lim definiert und entspricht dem Fldcheninhalt A.
AX—0 n— oo

b

[£09-dx=lim Zf(x)Ax— lim Zf(x)Ax A

a AX—0 Nn— o0 'i=1
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Wenn man eine Stammfunktion F der Funktion f kennt, dann Iasst sich der Wert des bestimmten

b
Integrals leicht berechnen als J. f(x)-dx=F(b)-F(a)

Fiir die oben dargestellte Graphik gilt fiir die Summe der Rechtecksflachen:
3
> f(x) -Ax=3-1+3,83-1+4,46-1=11,29
i=1
Da die Rechtecke eine Untersumme darstellen, ist der tatsachliche Flacheninhalt etwas groRer.

Wenn man die Funktion fintegriert, erhdlt man die Stammfunktion F mit der Funktionsgleichung
4
F(x) =§\/x3 +X

Fir den Wert des bestimmten Integrals berechnet man F(4)—F(1) =12,33.
Das ist der Flacheninhalt der schwarz schraffierten Flache.

Die Deutung des bestimmten Integrals als Summe von Produkten ist aber nicht notwendigerweise an
eine graphische Interpretation mit Rechtecken gebunden. Notwendig ist nur die Idee der Summe
von Produkten, wobei ein Faktor des Produkts immer kleiner wird und im Grenziibergang gegen null
geht.

Bsp:
Die Leistung P (in Watt) eines Sportlers verlduft gemaR der Funktion P(t) =200-¢

Zeit in Minuten ist. Die im Intervall [0;30] Minuten dabei geleistete Arbeit W kann durch folgende
Summe approximiert werden:

-0,02: -
, wobei t die

W :ZZ:P(ti)-lo

Dabei ist P(t) die Leistung zum Zeitpunkt t =10-1 Minuten.

a) Geben Sie einen Ausdruck an, der die geleistete Arbeit besser approximiert!
b) Geben Sie auch einen Ausdruck an, der die geleistete Arbeit genau ausdriickt.
c) Berechnen Sie die geleistete Arbeit (in Wattminuten)

29
a) W= Z P(t;)-1 , wobei P(t) die Leistung zum Zeitpunkt t =i Minuten ist.
i—0

30 30
b) W = [P(t)-dt=[200-e%"-dt
0 0

-0,021
€

(-0,02)

=(~10000)-(e** —1) = (~10000)- (~0,45) = 4500 Wm

30
[ 200-%*dt = 200- % =(~10000)-e |
0
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AN 4.2 - Integrationsregeln
Die Funktionen f und g sind reelle Funktionen, die in einem Intervall /I=[a, b] definiert sind. Die
Funktionen F und G sind Stammfunktionen von f bzw. g.

n+1

Potenzregel: f(X)=x" = I f(x)-dx = X _+¢c

n+1

4
Bsp: F(X)=x = jf(x)-dx=%+c

summenregel: f(X)=g(x)+h(x) = [f(x)-dx=]g(x)-dx [h(x)-dx

1
F() =X+ VX =x*+x2—x°®
X

3

Bsp -1

: x* oxtox2 x* 1 2
f(x)-dx=—+—-"F+c=—-=—=4x*+cC
Jre 4 1 3 4 X 3\/_

2

Konstanter Faktor: f(X)=k-g(x) = j f(x)-dx=k- j g(x)-dx

5
6
Bsp: f(X)=6-x* F(x)-dX=6-[X' - dX=6-+C=-%°+C
sp: (%) = [f(x) | —He=g

Mit konstantem Faktor multipliziertes Argument: f(x)=g(k-x) = I f(x)-dx = G(lli X) ic
f(x)=sin6-x) = | F(x)-dx = —20500) ¢
(3x)1’5
1,5 (3x)”
Bsp: f(X) =/3x = (3x)** :If(x)-dx: 3 +o= e

f(x) = e :>_[f(x)-dx:e:

+C

b
Bestimmtes Integral von Polynomfunktionen: I f(x)dx=F(b)-F(a)

5 4 3 2
I(X3—2X2+5x—6)-dx:[x__zi 5%_6)(]‘3:
Bsp: 254 2'53 5'52 24 2.23 5'22
= - +=——-6:5|-| = -——+——-6-2 |=574,16-(-3,33) =577,5
4 3 2 4 3
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AN 4.3 - Integral im Kontext deuten, Sachverhalte durch Integrale

beschreiben
Es ist nicht moglich alle Interpretationen des Integrals anzugeben. Im Folgenden werden drei
Aspekte betrachtet:

1 - Der Zusammenhang zwischen Integral und Flacheninhalt:

Die Funktionen fist eine reelle Funktionen, die in einem Intervall I=[a, b] definiert sind. Die
Funktionen F ist eine Stammfunktionen von f.

b
Wenn f(x)>0 firallexel,dann ergibt das bestimmte Integral J. f(x)-dx=F(b)—F(a) den

Flacheninhalt der Flache, die zwischen dem Funktionsgraph, der x-Achse und den
senkrechten Geraden x = g und x = b liegt. Wenn aber die Funktion (stiickweise) unter der x-
Achse liegt, dann zdhlen die entsprechenden Flacheninhalte negativ. Das Integral

b
I f (x)-dx = F(b)— F(a) gibt dann die Summe der "positiven" Flicheninhalte abziiglich der Summe
a

der "negativen" Flacheninhalte. Wenn man den Betrag aller Flacheninhalte berechnen will, muss
man die Funktion entsprechend ihrer Nullstellen abschnittsweise integrieren. Dann addiert man zu
den "positiven" Flacheninhalten die Betrage der "negativen" Flacheninhalte.

Bsp: Gegeben ist die Funktion f mit der Funktionsgleichung )
f (X) =—0,25- (x* —11x° +38x* —40x) und eine Darstellung ihres ’
Graphen: 4
5 14
a) Schatze den Wert von .[ f(x)-dx . /\ .
0 0 1 3 /A
b) Gib an, was dieser Ausdruck beschreibt . \/
c) Gib einen Ausdruck an, der die Summe aller Flacheninhalte
zwischen Funktionsgraph und x-Achse beschreibt T

5
d) Berechne das bestimmte Integral J f(x)-dx
0

a) Essind drei Flachenstiicke, davon zwei oberhalb der x-Achse. Den Inhalt des ersten
Flachenstlicks kann man mithilfe der Kastchen auf ca. 4,5 schatzen, den des zweiten auf 2,
den Inhalt des dritten auf 0,5. Somit wird der Wert des Integralsauf4,5-2+0,5=3
geschatzt.

b) Der Ausdruck beschreibt die Summe der Flacheninhalte oberhalb der x-Achse minus des
Flacheninhaltes unter der x-Achse.

c) jf(x)~dx+j‘f(x)-dx+j-f(x)-dx oder Jz.f(x)~dx—j£f(x)~dx+jf(x)-dx

d | f(x)-dx=2,6

O ey U1
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2 - Physikalische Aspekte des Integrals:

In der Physik gibt es einige differentielle Zusammenhange, die in der Umkehrung dann (ber Integrale

gelost werden kdnnen. Nachfolgend werden alle Beziehungen erklart, die im Kontextkatalog
aufscheinen:
a) s-v-a-t

t: Zeit in Sekunden, Minuten, Tagen, ...
s: Weg in Metern, Kilometern

v: Geschwindigkeit (nicht vektoriell) in m/s oder km/h (1 m/s = 3,6 km/h)
a: Beschleunigung (nicht vektoriell) in m/s?

Die Beschleunigung beschreibt um wieviel sich die Geschwindigkeit pro Sekunde dandert:

Av dv
a= E ist die durchschnittliche Beschleunigung und a = E ist die Momentanbeschleunigung

Positive Beschleunigung: Die Geschwindigkeit nimmt zu.
Negative Beschleunigung: Die Geschwindigkeit nimmt ab ODER die Geschwindigkeit nimmt in
Richtung des Erdbodens zu.

Zwischen s, v, a und t gelten folgende differentielle Beziehungen:
. . . , ds
lineare, nicht beschleunigte Bewegung (@ =0): v=5'(t) = a und S = J‘V dt=v-t+s,
lineare, beschleunigte Bewegung (a # 0, a konstant):
1
v:ja dt=a-t+v,, s :Jv dt :I(at+v0)dt =§at2 +V, - t+5,

: - vy Qv o dPs
immer giiltig: a(t) =v'(t) = =S (t) = o s(t) =[ v(t) dt =[[ a(t)dt
Vo ... Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t = 0; so... Position zum Zeitpunkt t =0

Bsp: Der Geschwindigkeitsverlauf eines Objekts kann mit der Funktion v mit der Funktionsgleichung

v(t) = 20+ 0,5t° — 2t* angegeben werden. Der Funktionsgraph im Intervall [0;5] Sekunden ist
gegeben.

Tt (i
e Bestimme einen Ausdruck fur die v(t) (in m/s)

Wegfunktion. 30+
e Welcher Aspekt des Diagramms beschreibt

den Weg, den das Objekt im Zeitintervall [1;3] 20

Sekunden zuriicklegt?
e Bestimme den im Zeitintervall [1;3] Sekunden 104
zuriickgelegten Weg

e Bestimme die mittlere Beschleunigung im

ro =
w

Intervall [1;3] Sekunden und die 0 i
Momentanbeschleunigung zum Zeitpunkt t = 3
Sekunden.
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4 3
. s=jv dt :j(20+0,5t3—2t2)dt :20t+%—%+so

e Der Flacheninhalt der Flache, die zwischen dem Funktionsgraph, der x-Achse und
den senkrechten Geraden x =1 und x = 3 liegt.

3
1

3 3 t4 2t3
s =jv(t) dt = j(20+0,5t3 —2t3)dt =| 20t + — — =
) ) 8 3

[60+8—1—%j—(20+1—2j:32,67m
8 3 8 3

- _V(3)-v(®) _155-185 _
. 3-1 2
a(3)=v(3)=15-3-4-3=1,5m/s?

—1,5m/s?

b) Arbeit (bzw. Energie)W und Kraft F:
Wenn die Kraft konstant ist, dann gilt fur die Arbeit W: W =F-s
Wenn die Kraft von Ort abhangt, wie zum Beispiel die elektrische Kraft (Coulomb-Kraft) oder die

Gravitationskraft, die beide mit dem Quadrat des Abstandes der beiden Objekte zueinander
abnehmen, dann giltW = I F(s)ds

m, -m,

r2

Die Gravitationskraft zwischen zwei Kérpern ist direkt proportional zu den Massen der beiden Korper

Bsp: Gravitationsgesetz: K =6,67-10"

und indirekt proportional zum Quadrat des Abstands der beiden Massenmittelpunkte. Die Kraft
hédngt also vom Abstand ab. Andert sich der Abstand, muss die Arbeit als Integral gerechnet werden.

Eine 500 kg Rakete startet von Mond (kein Luftwiderstand, Masse des Mondes 7,35 - 10%%kg, Radius
des Mondes 1737 km). Sie soll eine Hohe von 300 km erreichen. Welche Arbeit ist notig?

2037000

m-m 2037000 4 1
W = [F(r)dr=[6,67-10" =2 dr =6,67-10-7,35-10” 500 [ - dr=-2,45.10" (—j
r 1737000 r r 1737000

=207 832 559 Joule = 207,8 MJ
Weitere Beispiele fiir abstandsabhangige Krafte bzw. Arbeitsintegrale:

Lineares Kraftgesetz (Hooke sches Gesetz) fiir elastische Korper:

1
F=k-x = W :J‘k~xdx:—~k‘x2
2
Coulomb Gesetz fir die Wechselwirkung zweier elektrischer Ladungen Q; und Qu:

=010 o :jp(r)dr:_g.mgM
r r
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c) Arbeit W und Leistung P

w
Wenn die Leistung konstant ist, dann gelten die Beziehungen P = T und W=P-t

Wenn die Leistung von der Zeit abhangt (also sich im Lauf der Zeit verdndert), dann gelten die

Beziehungen P = dd—V:/ und W = J‘ P(t)dt.

Bsp: Die Leistung einer Maschine nimmt mit der Zeit ab. Die Leistung kann mit nachfolgender
Funktion beschrieben werden, wobei Py die Leistung zum Zeitpunkt t = 0 beschreibt und t in Stunden
gemessen wird:

P(t) = P, -e %
Welcher der folgenden Ausdriicke geben die von der Maschine verrichtete Arbeit W im Zeitintervall

[2h; 5h] in der Einheit Wattstunden korrekt wieder?
Kreuzen Sie die beiden richtigen Aussagen an!

W= T P(t)dt

W =P(5)-P(2)

PO -0,06 -0,15
=—3 (™% —e™
0,03( )

W

dP
W=-—:(5-2
™ (5-2)

W = (-0,03)P,(e " —e*%®)

Die Aussagen 1 und 3 stimmen.
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3 - Integrale von Anderungsraten:

Anderungsraten entsprechen Ableitungsfunktionen. Demzufolge entsprechen den Integralen von
Anderungsraten Funktionen, die den Zustand eines Systems beschreiben.

Bsp: Die momentane Zu- bzw. Abflussrate in ein Staubecken -- also die Anderungsrate der
Wassermenge -- wird durch die Funktion F(t) beschrieben. Der Graph der Funktion F ist gegeben:

T avrat (in 1000 m3rTag)
3.
2.
1
0 t (in Tagen)
I N T S Sy N S T S
,1 _

e Kann man sagen wieviel Wasser zum Zeitpunkt t= 0 im Staubecken war?

e Zu welchen Zeitrdumen flieBt Wasser in das Staubecken?

e Gib einen Ausdruck an, der beschreibt, um wieviel sich der Inhalt des Staubeckens im
Intervall [1; 8] Tage geandert hat. Was kann man Uber die Veranderung sagen?

Lésung:

e Nein, man kennt die Anfangswassermenge nicht, nur die Zuflussrate bei t = 0.
e Inden Zeitraumen [0;1], [3;5] und [8;9] Tagen.

8
e V()= J. F(t)dt. Aus der Graphik ergibt sich, das die Wassermenge in diesem Zeitintervall
1

jedenfalls abgenommen hat, da die Flacheninhalte unter der x-Achse in den Intervallen [1;3]
und [5;8] zusammen groRer sind als die Flache oberhalb der x-Achse im Intervall [3;5].
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WS 1.1 und WS 1.2 - Elementare graphische Darstellungen
Beispiel: Die folgende Tabelle gibt von 10 Schiilerinnen die erreichten Punktzahlen bei zwei
Schularbeiten an. Der Notenschlissel ist: 0-9: 5; 10-12: 4; 13-15: 3; 16-18: 2; 19-20: 1

A B C D E F G H I J
1.5A 10 15 20 17 6 15 4 12 17 15
2.5A 14 7 16 15 11 11 9 11 18 16

1. ungeordnete Liste

l1sA| 10 | 15 | 20 | 17 | 6 | 15 | 4 | 12 | 17 | 15

geordnete Liste

l1sa] 4 | 6 | 10 | 12 | 15 | 15 | 15 | 17 | 17 | 20

2. Strichliste

Positive Beurteilung HH I

Negative Beurteilung Il

1 I
2 Il
3 I
4 Il
5 Il
3. Piktogramm
4. Saulendiagramm
4

c

e

E 3

9

22

Q

w)

=

3 I I E

c

< I

0
1 2 3 4 5
Noten
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5. Balkendiagramm

Noten
w

o
[any

2 3 4

Anzahl Schiilerinnen

6. Liniendiagramm

4
c
g
£3
g
32 "
Q
(7]
=1
1
&0
1 2 3 4 5
Noten

7. Stangel-Blatt-Diagramm

1. Schularbeit:

8. Punktwolkendiagramm

2 |0

1 10,2,5557,7

0 |46

Schularbeitenvergleich

1. Schularbeit

20 |
3 ®
15
o)
S
]
5 ° ° ®
S 10
£
wv
~N 3
5
0
0 5 10 15 20
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9. Histogramm (relative und absolute)

Klassen Klassenbreite abs. Haufigkeit rel.Haufigkeit Hohe = rel.Hiufigkeit / Klassenbreite
0-9 10 2 0,20 0,020
10-12 3 2 0,20 0,067
13-15 3 3 0,30 0,100
16-18 3 2 0,20 0,067
19-20 2 1 0,10 0,050
0,120

0,100
0,080
0,060
0,040
0,020
0,000

o1 2 3 45 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17 18 19 20

Punkteanzahl

Anmerkung: Bei absoluten Histogrammen wird die Hohe der Saulen wie folgt bestimmt:
H6he = absolute Haufigkeit / Klassenbreite

10. Prozentstreifendiagramm

100% -

90% -

80% -

70%

60% -

50% -

40% -

30% -

20% -

10% -

0% -
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11. Kastenschaubild / Boxplot

Boxplot Schularbeiten

20,0
18,0 [

16,0
14,0

12,0

Punkte

10,0
8,0 \
6,0
4,0
2,0

0,0
1.5A 2.5A

12. Kreis- / Kuchendiagramm

Notenverteilung
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WS 1.3 -- Statistische Kennzahlen

Bsp: Nachfolgend ist eine sortierte Liste mit den Altersangaben von 14 Personen einer Stichprobe:

{11,12,13,13, 14, 14, 14, 14, 15, 15, 16, 17, 18, 18}

1)

2)

3)

4.)

Absolute Haufigkeiten H

Man kann die n Daten in m Klassen einteilen. Dann sagt die absolute Haufigkeit H;, wie viele
Daten der i-ten Klasse zugeteilt sindi=1, 2, .., m:

Alter 11 12 13 14 15 16 17 18

H; 1 1 2 4 2 1 1 2

Relative Haufigkeiten h
Die relative Haufigkeit einer Klasse h; errechnet sich als Quotient von absoluter Haufigkeit

. H .
dieser Klasse H, und Datenmenge n: h =—-, i=12,..,.m
n

Die relative Haufigkeit wird haufig in Prozent angegeben.

Alter 11 12 13 14 15 16 17 18

h 7,1% 7,1% 142% | 285% | 14,2 % 7,1% 7,1% 14,2 %

Arithmetisches Mittel X
Das arithmetische Mittel (auch Durchschnitt) wird wie folgt berechnet:

__l :
x_néxj

oder, wenn man die absoluten Haufigkeiten zu Hilfe nimmt:

X = lz H.x
Nz

X =14,57

Median Q:

Der Median Quist bei ungerader Datenanzahl der mittlere Wert der geordneten Datenliste.
Bei gerader Datenanzahl ist der Median das arithmetische Mittel der beiden mittleren Daten
der geordneten Datenliste.

Also liegen ca. jeweils 50% der Daten unter bzw. (iber dem Median.

Q2:14
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5.)

6.)

7))

8.)

1. Quartil Q; und 3. Quartil Qs

Das 1.Quartil Q; ist der Median der unteren Datenhalfte, das Quartil Qs ist der Median der
oberen Datenhalfte.

Also liegen ca. jeweils 25% der Daten unter dem 1.Quartil bzw. Gber dem 3.Quartil, und ca.
50% der Daten zwischen Qi und Qs.

Q=13
Q:3=16
Modus

Der Modus ist der Datenwert, der am haufigsten vorkommt. Es kann auch mehr als einen
Modus geben, zu viele anzugeben ist aber nicht sinnvoll.

Modus = 14

Minimum, Maximum und Spannweite

Das Minimum ist der kleinste Datenwert, das Maximum der gréBte Datenwert. Die
Spannweite ist die Differenz von Maximum und Mimimum

Spannweite = Maximum — Minimum

Spannweite = 18-11=7

Empirische Varianz s? und Standardabweichung s

Die empirische Varianz (auch Stichprobenvarianz) wird berechnet als:

1 = 1 -
s :_12()(1 —X)® oder (etwas unprizise) als §° = _Z(Xi —X)*
nN—1%C n=s_
j=1 j=1

Die empirische Standardabweichung ist die Wurzel der Varianz:

s= iZ(xj—i)2 bzw. S = 1Z(xj—i)2
n-1%= nia

Die Standardabweichung ist ein MaR dafiir wie sehr die Daten um das arithmetische Mittel

streuen.
Wenn s groB ist, dann liegen zumindest manche Daten weit vom arithmetischen Mittel
entfernt.

5?2 =4,42
s=21
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WS 1.4 - Eigenschaften von arithmetischem Mittel und Median einer

Datenliste
Das arithmetische Mittel (auch Durchschnitt) von n Daten wird wie folgt berechnet:

19
x_njz_;xj

Der Median Q; ist bei ungerader Datenanzahl der mittlere Wert der geordneten Datenliste.

Bei gerader Datenanzahl ist der Median das arithmetische Mittel der beiden mittleren Daten der
geordneten Datenliste.

Also liegen ca. jeweils 50% der Daten unter bzw. (iber dem Median.

Das arithmetische Mittel kann nur fiir numerische Daten berechnet werden, der Median kann fir
jede geordnete Liste eingesetzt werden (z.B. auch fir alphabetisch geordnete Daten).

Das arithmetische Mittel ist nicht robust gegen AusreiRer, der Median schon:

Wenn eine Datenliste einen Wert enthalt, der weit weg von allen anderen Daten liegt, dann hat
dieser Wert einen grolRen Einfluss auf das arithmetische Mittel, der Median wird aber nur wenig
oder gar nicht beeinflusst.

Bsp:
Liste: {1, 2,3, 4,5}
X = 3,‘ Q2=3

nun fligen wir der Liste den Wert 1000 hinzu:
Liste: {1, 2,3, 4,5, 1000}
X =169,2; Q.=3,5
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WS 2.1 - Grundraum und Ereignisse eines Zufallsexperiments

1. Definitionen

Der Grundraum Q eines Zufallsexperiments ist die Menge aller méglichen Ausfalle bzw.
Ergebnisse.

Die Elemente des Grundraums sind oft keine Zahlen, sondern reale Vorkommnisse.

Die Elemente des Grundraums werden auch Elementarereignisse genannt.

Jede Teilmenge des Grundraums ist ein Ereignis.
Wenn der Grundraum n Elemente hat, gibt es 2" Ereignisse.

2. Beispiele
a. Einmaliges Werfen einer Miinze:
Q = {Kopf, Zahl}
Die Ereignisse sind alle Teilmengen des Grundraums, auch die leere Menge und der
Grundraum selbst:
Die 4 (22) Ereignisse sind: {}, {Kopf}, {Zahl}, {Kopf, Zahl}

b. Einmaliges Werfen eines Wiirfels:

Q:{.’ a '.,..,.‘.,:S}

vereinfachend wird meist geschrieben: Q ={1, 2, 3,4, 5, 6}
einige der 64 Ereignisse: {}, {1}, {2}, {1, 3,5}, {2, 4,5, 6},{1, 2, 3,4,5, 6}

c. Ein Baby wird geboren, und wir sehen den Wochentag, an dem es geboren wird, als
Zufallsexperiment.
Q ={Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So}
einige der 128 Ereignisse: {}, {Mo}, {Sa, So}, {Mo, Di, Mi, Do, Fr}

d. Dreimaliges Werfen einer Miinze (K = Kopf, Z = Zahl)
Q = {KKK, KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK, 777}
einige der 256 Ereignisse: {1}, {ZZZ, KKK}, {KKK, KKZ, KZK, KZZ}

e. Werfen von zwei Wiirfeln:
Q = {(1'1)1 (1'2)1 (1'3)1 (1-4)l (1'5)1 (1'6)1 (2-1)1 (2-2)1 ey (6'6)}
Q hat 36 Elemente. Beachte, dass (2-1) und (1-2) unterschiedliche Elemente sind.
Das wird klarer, wenn man sich vorstellt, dass die Wiirfel unterschiedliche Farben

haben.
einige der 23 Ereignisse: {}, {(1-2), (2-1)}, {(1-1), (2-2), (3-3), (4-4), (5-5), (6-6)}
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WS 2.2 - Relative Haufigkeiten als Schitzwert fiir Wahrscheinlichkeiten

Relative Haufigkeiten werden bezlglich einer zugrundeliegenden Menge berechnet. Diese
Menge kann sowohl eine Grundgesamtheit als auch eine Stichprobe sein. Um die relative
Haufigkeit zu definieren, nehmen wir an, dass die zugrundeliegende Menge n Elemente aufweist.
Unter diesen n Elementen tritt H mal das Ereignis A auf. H bezeichnet die absolute Haufigkeit
des Merkmals A. Die relative Haufigkeit wird berechnet als die absolute Haufigkeit H dividiert
durch die Gesamtzahl n aller Elemente in der zugrunde liegenden Menge.

H
Die relative Haufigkeit ergibt sich daherals h= —
n

Die relative Haufigkeit ist also eine Bruchzahl und hat einen Wert zwischen 0 und 1. Sie wird oft
auch als Prozentsatz angegeben.

Bsp 1: Unter 20 zufallig ausgewahlten Personen sind 12 Frauen. Die relative Haufigkeit von

Frauen in dieser Stichprobe ist h = % =0,6=60%.

In manchen Fallen ist es sinnvoll moéglich, die relative Haufigkeit von Ereignissen in der
Vergangenheit als Wahrscheinlichkeit flr das Eintreffen des gleichen Ereignisses in der Zukunft
zu verwenden. Dies ist insbesondere dann sinnvoll, wenn die Stichprobe zur Ermittlung der
relativen Haufigkeit groR war, und die Stichprobe reprasentativ fiir die Gesamtpopulation ist.
Ob diese Bedingungen in einem konkreten Fall wirklich erfiillt sind, ist manchmal strittig.

Bsp 2: In der Qualitatskontrolle einer Firma fir Leuchtdioden wird eine gut gewahlte Probe von
2000 Stick untersucht. Man stellt fest, dass 50 Dioden schadhaft sind.
Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte Diode schadhaft ist?

h= ﬂ =0,04=4% P(schadhaft) = 4%.
2000

Die Stichprobe war (vermutlich)groB genug und gut gewahlt.

Bsp 3: Zwei Freunde spielen gegeneinander Tennis. Peter gewinnt sechs von den ersten zehn
Matches. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass er das elfte Match gewinnt?

h= Ez60%
10

Man kann (wenn sonst keine Informationen vorliegen) zwar behaupten, die Wahrscheinlichkeit,
dass Peter das elfte Match gewinnt, liege bei 60%, aber hier ist die Stichprobe sehr klein und
auch der Matchverlauf spielt eine Rolle. Was wenn Peter gerade die letzten vier Matches
verloren hat?

Insbesondere bei Reflexionen im Teil 2 sollte man die Qualitdt der Daten, mit der die relative
Haufigkeit ermittelt wurde, kritisch betrachten. Auch bei Beispiel 1 wéare es unsinnig
anzunehmen, dass aufgrund der beobachteten relativen Haufigkeit die Wahrscheinlichkeit fur
eine Madchengeburt bei 60% liegt.
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WS 2.3 - Laplace-Wahrscheinlichkeit
Unterscheide genau zwischen dem Ergebnis eines Zufallsexperiments (das auch als
Elementarereignis bezeichnet wird) und einem Ereignis, dass als Teilmenge des Grundraums
Q bzw. als Vereinigungsmenge von einer Anzahl von Ergebnissen definiert ist (siehe WS 2.1).

Wir betrachten hier nur Zufallsexperimente, die eine endliche Anzahl von moglichen
Ergebnissen haben, die alle dieselbe Wahrscheinlichkeit haben. Solche Zufallsexperimente
heillen auch ,Laplace-Experimente”, zum Beispiel das Werfen eines Laplace-Wiirfels, einer
Laplace-Miinze, etc. .

Sei n die Anzahl der Elemente des Grundraums und k die Anzahl der Elemente des
gewlinschten Ereignisses E bzw. die Anzahl der glinstigen Ergebnisse. Nach Pierre de Laplace
gilt dann fiur die Wahrscheinlichkeit P, dass das Zufallsexperiment glinstig ausfallt:

k Anzahl der guinstigen Ergebnisse

P(E)=—=
( ) n Anzahl der Elemente des Grundraums

Bsp: Ziehe eine Karte aus einem normalen Kartenspiel mit 52 Karten. Wie grol3 ist die

Wahrscheinlichkeit ein Herz zu ziehen? P(Herz) = :‘;_2

Wenn alle Ergebnisse glinstig sind, spricht man vom sicheren Ereignis.
Die Wahrscheinlichkeit fur das sichere Ereignis ist 1.

Bsp: Wirf eine Laplace-Miinze. Wie grol8 ist die Wahrscheinlichkeit entweder Kopf oder Zahl
2

zu werfen? P(E):Ezl

Wenn kein Ergebnis glinstig ist, spricht man vom unmaéglichen Ereignis.

Die Wahrscheinlichkeit fir das unmogliche Ereignis ist 0.

Bsp: Wirf einen Laplace-Wiirfel. Wie groRB ist die Wahrscheinlichkeit ,7“ zu wiirfeln?

Fur die Wahrscheinlichkeit P(E) gilt immer: 0<P(E) <1

Das Gegenteil eines Ereignisses E nennt man Komplementarereignis E *.
Die Wahrscheinlichkeit fiir das Komplementdrereignis ist: P(E') =1-P(E)

Bsp: Wirf einen Laplace-Wiirfel, du mochtest eine "3" wiirfeln:

E={3}; E'={1,2,4,56}

P(E) :% P(E')=1-P(E)=1-

ol
oo
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Baum-Diagramme, Additionsregel und Multiplikationsregel

Mehrstufige Zufallsexperimente kdnnen mit Baumdiagrammen visualisiert werden:

Ein Baum besteht aus “Knoten” und “Zweigen”.
Der oberste Knoten eines Baumes heillt ,,Wurzel”. Unter der Wurzel teilt sich der Baum in
zwei oder mehr Zweige. Jeder Zweig fihrt wieder zu einem Knoten. An jedem Knoten kann
sich der Baum weiterverzweigen. Die Knoten des untersten Niveaus heiRen ,Blatter”.

Ein “Pfad” ist eine eindeutige Strecke von der Wurzel entlang von Zweigen zu einem
bestimmten Blatt.

Wenn man Baumdiagramme fiir Zufallsexperimente nutzt, schreibt man zu den Knoten die
moglichen Ergebnisse des Zufallsexperiments. Alternativ -- was oft weniger komplex ist, weil
es dann pro Knoten immer nur zwei weitere Zweige gibt — schreibt man das gewiinschte
Ereignis und das Komplementarereignis zu den Knoten. Die den Knoten entsprechenden

Wahrscheinlichkeiten schreibt man neben die entsprechenden Zweige.

Bsp: Ein Laplace-Wirfel wird dreimal geworfen. Man interessiert sich dafiir, ob bzw. wie oft
dabei die Zahl ,,6“ geworfen wurde.

_kein Ger

2. Wurf

kein Ger kein Ger

kein Ber Ger kein Ger

kein 6er Ber kein Ber Ber

Multiplikationsregel / Pfadregel:
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Pfad von der Wurzel bis zu einem bestimmten Blatt

durchlaufen wird, erhdlt man, indem man die Wahrscheinlichkeiten entlang des Pfades
miteinander multipliziert.

Bsp: Die Wahrscheinlichkeit zuerst keinen 6-er, dann einen 6-er und dann wieder keinen 6-
515 25

er zu wirfelnist: P(E)==-=-—= =——~=~0,1157=11,57%
6 6 6 216
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Additionsregel:

Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses E erhalt man, indem man die Wahrscheinlichkeiten
aller giinstigen Pfade addiert.

Bsp: Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit insgesamt mindestens zwei 6-er zu wirfeln.
Dazu markiert man alle Blatter, die dem Ereignis ,mindestens zwei 6-er” entsprechen:

kein Ber

2. Wurf

kein Ber kein Ber

Dann berechnet man die Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Pfade und addiert diese:

pEy-L L1, 115 151 511 16 o0 oy

666 666 666 666 216

Bei manchen Problemen ist man schneller, wenn man das Komplementarereignis
verwendet:

Bsp: Wie grold ist (bei obiger Aufgabe) die Wahrscheinlichkeit insgesamt héchstens zwei 6-er
zu wiirfeln?

Hochstens zwei bedeutet keinen, einen oder zwei 6-er. Damit sind alle Zweige glinstig auBer
dem Zweig bei dem drei 6-er geworfen werden. Also gilt:

P(hochstens zwei 6er) =1— P (drei 6er) =1—l-1~1=1—i=§z 0,9954 = 99,54%
6 6 6 216 216
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Bsp 2: Man zieht ohne Zurtlicklegen zwei Karten aus einem normalen Kartenspiel mit 52
Karten. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit mindestens ein Herz zu ziehen?

zwei Karten ziehen ohne
Zurlicklegen

13/52 I 39/52

I 1
[ Herz } [ kein Herz }
12/51 I 39/51 13/51 I 38/51

SR T R

1312 13 39 39 13 15 507 507 1170

P(E)==2.22 422 .22 2 =2 + + = ~0,4412 = 44,12%
2652 2652 2652 2652

52 51 52 51 52 51

Alternativ hatte man auch iber das Komplementarereignis rechnen konnen. Das Gegenteil
von ,mindestens ein Herz“ ist ,kein Herz“:

1-p(E")=1-2.38 1 1482 s aa12— 44,120
52 51 2652

Anmerkung:
Es ist sehr wichtig genau hinzusehen, ob sich die Wahrscheinlichkeiten bei den

verschiedenen Stufen des mehrstufigen Experiments dndern (wie beim Ziehen ohne
Zuriicklegen) oder nicht (wie beim Wirfeln).
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WS 2.4 - Der Binomialkoeffizient

Der Binomialkoeffizient gibt an, auf wie viele verschiedene Arten man k Objekte aus einer
Menge von n verschiedenen Objekten auswahlen kann, und zwar OHNE Zurlicklegen bzw.
OHNE Beachtung der Reihenfolge. Der Binomialkoeffizient ist also die Anzahl der k-
elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge.

Alternativ: Der Binomialkoeffizient bezeichnet die Anzahl der Kombinationen ohne
Wiederholung von k Elementen aus einer Menge von n Elementen.

Bsp: Beim Osterreichischen Lotto ,,6 aus 45“ bezeichnet der Binomialkoeffizient die Anzahl
der moglichen verschiedenen Ziehungsergebnisse beim Lotto (ohne Beriicksichtigung der
Zusatzzahl).

n
Ein Binomialkoeffizient hangt von den zwei Zahlen n und k ab. Er wird mit dem Symbol (k]

n!

n
geschrieben, wobei gilt: =
k) k! (n-k)!

mit n!=n-(n-1):(n-2)-..-2:1 VneN
und 0!=1

Die englische Abkiirzung nCr fir ,from n choose r“ oder "Combinations" kann man auf
Taschenrechnern finden.

Bsp 1: Eine Klasse besteht aus 20 Schiiler/-innen. Eine Delegation von 4 Schiler/-innen soll
gebildet werden. Wie viele Moglichkeiten gibt es?

(Zoj
=4845
4

Bsp 2: In einer Schachtel liegen 15 unterscheidbare Gegenstande. Was konnte die

15
Gleichung [ 3 j =455 in diesem Zusammenhang ausdriicken?

(mogliche) Antwort: Es gibt 455 Moglichkeiten drei verschiedene Gegenstiande aus der
Schachtel zu nehmen.

Bsp 3: 5 Preise werden zufallig auf 25 Kinder verteilt. Jedes Kinder erhdlt maximal einen
Preis. Wie viele Moglichkeiten fir die Verteilung der Preise gibt es?

<
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WS 3.1 - Zufallsvariable und Verteilung(-sfunktion) einer diskreten
Zufallsvariablen, Erwartungswert und Varianz

http://de.wikipedia.org/wiki/Zufallsvariable

http://statmath.wu.ac.at/courses/mmwi-finmath/Grundkurs/handouts/handout-3-

Zufallsvariable.pdf

1.) Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung bzw. eine Funktion, die jedem Ergebnis eines
Zufallsexperiments eine reelle Zahl (eine sogenannte Realisierung) zuordnet.

Eine Zufallsvariable heilt diskret, wenn die Elemente des zugrunde liegenden Grundraums abzahlbar
sind.

Der Grundraum Q besteht aus den Elementen {®1, ®2, ®3, ....}. Die Zufallsvariable X ordnet jedem
Element des Grundraums w; eine reelle Zahl x; zu.

Diese Abbildung ist eine Festlegung, die schon vor dem eigentlichen Durchfiihren des
Zufallsexperiments getroffen wird.

Es sind also verschiedene (engl.: variable) Realisierungen moglich, welche der Realisierungen aber
erreicht wird, ist zufallig. Daher der Name ,,Zufallsvariable”.

Mit einer Zufallsvariablen gelingt es, reale (zufallige) Vorgadnge in die Welt der Zahlen zu tbertragen
und somit (leichter) berechenbar zu machen.

{Q >R
X =

;=X
Beispiele:

a. Einmaliges Werfen eines Wiirfels:

Q={", ¢, %, 00 o7 T

X: —1,

b. Ein Baby wird geboren, und wir sehen den Wochentag, an dem es geboren wird, als
Zufallsexperiment.
Q ={Mo, Di, Mi, Do, Fr, Sa, So}
X: Mo—>1,Di—>2,Mi—>3,Do—>4,Fr—>5,5 —>6,50—>7

Mit dieser Zuordnung kann das Ereignis ,,Geburt am Wochenende®, also {Sa, So},
auf die mathematische Formulierung (die Ungleichung) X > 5 gebracht werden.

c. Dreimaliges Werfen einer Miinze (K = Kopf, Z = Zahl)
Q = {KKK, KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK, ZZZ}
X beschreibt, wie oft Kopf geworfen wurde:
X: KKK — 3,KKZ > 2,KZK —> 2,KZZ —> 1, ZKK — 2, ZKZ — 1, ZZK — 1, ZZZ — 0

126


http://de.wikipedia.org/wiki/Zufallsvariable
http://statmath.wu.ac.at/courses/mmwi-finmath/Grundkurs/handouts/handout-3-Zufallsvariable.pdf
http://statmath.wu.ac.at/courses/mmwi-finmath/Grundkurs/handouts/handout-3-Zufallsvariable.pdf

d. Werfen von 2 Wiirfeln:
Q= {(1-1)1 (1-2)1 (1‘3), (1-4)1 (1-5)r (1-6)r (2-1)1 (2-2)1 [y (6'6)}
X beschreibt die Summe der Augenzahlen:
X: (1-1) > 2,(1-2) > 3,(2-1) > 3,(1-3) > 4, (2-2) > 4, (3-1) > 4, ..... , (6-6) > 12

Die Menge der moglichen Realisierungen, also die Wertemenge der
Zufallsvariablen, ist die Menge {2, 3, 4, ..., 12}

Die Zufallsvariable ist in folgender Graphik dargestellt. In der Graphik ist auch
ersichtlich, dass die Zufallsvariable unterschiedlich viele Elemente des Grundraums
auf eine Realisierung abbildet:

Bildquelle: http://de.wikipedia.org/wiki/Zufallsvariable
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2.) Wahrscheinlichkeitsfunktion, Wahrscheinlichkeitsverteilung und Verteilungsfunktion

Definitionen:
Die Wahrscheinlichkeitsfunktion P ordnet jeder Realisierung x; einer Zufallsvariablen X die

Wahrscheinlichkeit, dass eben diese Realisierung eintritt, P(X=x;) zu.
Allen Zahlen, die nicht als Realisierung auftreten, wird die Wahrscheinlichkeit 0 zugeordnet.

P R —[0;1]
_{xi —P(X =)

Dabei muss gelten:
0<P(X=x)<1
P(X=x,vX=X)=P(X=x,)+P(X=X,)
Y P(X =x)=1

X P(X)

reelle

Wahrschein-
Zahlen

lichkeit

Mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion werden also die 100%, die Gesamtheit aller Moglichkeiten, auf
die einzelnen Realisierungen verteilt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist die Auflistung, formale
Darstellung oder auch graphische Darstellung aller Realisierungen mit den ihnen zugeordneten
Wahrscheinlichkeiten.

Die Verteilungsfunktion F(x) gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass die Realisierung einer
Zufallsvariablen nicht groRer ist als ein vorgegebener Wert:

F(x)=P(X <x)=> P(X =X

X <X

Die Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariablen ist eine Sprungfunktion, sie ist monoton

wachsend, ihre Wertemenge liegt im Intervall [0;1] und sie ist fiir alle X € R definiert.
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Beispiele:

a. Einmaliges Werfen eines Wiirfels:

Q:{., - .o'oo'o.o':z};

X: >1, *5>2..,%%56
C . 1 1 1
Wahrscheinlichkeitsverteilung: P(X =1) :E; P(X =2) =g; e ; P(X=6) =5
Wabhrscheinlichkeitsfunktion Verteilungsfunktion
0,200 1,500
0,150 1,000
0,100
0,050 0,500
0,000 0,000
1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6 7

Mit der Verteilungsfunktion kann eine Frage wie etwa: Wie grol} ist die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Zahl x < 3,7 geworfen wird, sofort und automatisiert beantwortet werden.

b. Dreimaliges Werfen einer Miinze (K = Kopf, Z = Zahl)
Q ={KKK, KKZ, KZK, KZZ, ZKK, ZKZ, ZZK, ZZZ}
X beschreibt, wie oft Kopf geworfen wurde:
X: KKK — 3, KKZ — 2, KZK — 2,KZZ - 1, ZKK — 2, ZKZ - 1, 7ZK - 1,7ZZ — 0
1

Wahrscheinlichkeitsverteilung: P(X =0) :%; P(X =1) :g; P(X =2) :g ; P(X =3) ar

Wabhrscheinlichkeitsfunktion

0,400

0,300

0,200

0,100

0,000

dly

Verteilungsfunktion

1,200
1,000

0,800

0,600
0,400

0,200

0,000
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c. Werfen von 2 Wiirfeln:
Q = {(1_1)1 (1_2)1 (1_3)1 (1_4)1 (1_5)1 (1_6)1 (2_1)1 (2_2)1 ey (6_6)}
X beschreibt die Summe der Augenzahlen:
X: (1-1) > 2, (1-2) > 3,(2-1) > 3, (1-3) > 4, (2-2) > 4, (3-1) >4, ....., (6-6) > 12

Wahrscheinlichkeitsverteilung:

1 2 3 4 5 6
P(X=2)=—; P(X=3)=—; P(X =4)=—; P(X =5) =—;P(X =6) =—; P(X =7) =—
()36()36()36()36()36()36
5 4 3 2 1
P(X=8)=—;P(X=9)=—;P(X=10)=—;P(X =11) =—; P(X =12) =—
()36()36( )36( )36( )36
Wabhrscheinlichkeitsfunktion Verteilungsfunktion
0,20 1,200
1,000
0,15
0,800
0,10 0,600
0,400
0,05 i
I I 0,200
0,00 0,000
2 3456 7 8 9101112 123456789 10111213

Die Wahrscheinlichkeitsverteilung wird oft als Tabelle dargestellt. Dabei stehen in der ersten Zeile
meist die moglichen Werte (Realisationen) der Zufallsvariablen und in der zweiten Zeile die
dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten.

Beispiel:
Die nachfolgende Tabelle gibt die Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X an.
Gib den Wert von p an.

Xi 0 1 2 3

P(X = xi) 0.1 p 2p 0.3

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten muss 1 ergeben:

01+p+2p+03=1 |04
3p =06 |3
p =02
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3.) Erwartungswert y und Standardabweichung o einer Zufallsvariablen X

Definitionen:
Der Erwartungswert u einer diskreten Zufallsvariablen X ist definiert als:

E(X)=p=2.%"P,

Dabei sind x; die Realisierungen der Zufallsvariablen und p; die dazugehérigen Wahrscheinlichkeiten.

Interpretation:

Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable einen Wert annimmt, der in der Ndhe von u liegt, ist
eher hoch. Es kann aber sein, dass der Erwartungswert selbst gar nicht in der Wertemenge der
Zufallsvariablen liegt (siehe unten Beispiel a).

2
Die Varianz der Zufallsvariablen ist definiert als: 62 = Z:(Xi —u) B

i
Interpretation: Die Varianz ist ist ein MaR fiir die erwartete Abweichung der Realisierung der
Zufallsvariablen vom Erwartungswert. Weil sie aber (wegen des Quadrats) schwierig zu interpretieren

ist, wird meist die Wurzel der Varianz, also die Standardabweichung, verwendet.

Die Standardabweichung o der Zufallsvariablen ist definiert als o = \/Z(Xi —u)z P,
i

Interpretation:

Die Standardabweichung ist ein MaR fiir die erwartete Abweichung der Realisierung der
Zufallsvariablen vom Erwartungswert.

Faustregel: Mit ca. 95% Wahrscheinlichkeit nimmt die Zufallsvariable einen Wert an, der im Intervall
[t —20; 1+ 20] liegt.

Beispiele:

Einmaliges Werfen eines Wiirfels, X beschreibt die Augenzahl:
1 1 1 1 1 1

=) %-p=1—-+2-—4+3-—+4-—+5-—+6-—=3,5

=2 X R =L gt 23 bt Bt B

0':\/(1—3,5)2%+(2—3,5)2 %+...+(6—3,5)2 % —1,71

[1—20; u+20]=]0,08;6,92];
Dieses Intervall enthélt sogar alle moglichen Werte der Zufallsvariablen, sie realisiert also mit
100% Wahrscheinlichkeit in diesem Intervall.
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ii. Werfenvon?2 WUrfeIn; X beschreibt die Summe der Augenzahlen

2 1
X; - 2. —+3 —+..+12-—=7
H= Z Pi= 36 36

2
\/(2 7). 36 +(3-7) e 7)2 —6_2,415

[t—20; u+20]=[2,17;11,83]; Dieses Intervall enthélt alle moéglichen Realisierungen bis auf

2
2 und 12, also nur % =0,055=5,5% der zu erwartenden Realisationen liegen nicht in diesem

Intervall. Also realisiert die Zufallsvariable mit 94,5% Wahrscheinlichkeit in diesem Intervall.

Alternative, einfachere Berechnungsmethode fiir die Varianz o2.

Man kann zeigen, dass gilt: 2=E(X?) —(E(X))2
Dabei gilt:

E(X")=2%"-p,
(E(X)) =

Berechnung fir die obigen Beispiele:
a) Werfen eines Wiirfels, X beschreibt die Augenzahl

E(XZ):ZX p =22 +22 (15+32 é+ +6%- —)_ —15167

(E(X))" =3,5? =12,25
— o? =15,167-12,15=2,9167
—=o=171

b) Werfen von 2 Wiirfeln; X beschreibt die Summe der Augenzahlen

EX) =% =@t 2gr Syt

A 122 1% 53
3% 36 36 36 36 6

(E(X)) =72=49
= o’ =54,83-49=5,83
=0 =2,415
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Berechnung von Erwartungswert und Standardabweichung mit dem TI-Nspire.

Mit einem TI-Nspire sind Erwartungswert und Standardabweichung schnell zu rechnen.
Dazu ein neues Dokument 6ffnen, und eine Tabelle einfligen. (Option “Add Lists and Spreadsheets”)

Die ersten beiden Spalten ganz oben mit ,x“ und ,,p“ bezeichnen, und dann die Daten ab dem Feld Al
bzw. B1 eingeben. Dabei kommen die Werte der Zufallsvariablen (alle x-Werte) in die A-Spalte, und
die dazugehorigen Wahrscheinlichkeiten (alle p-Werte) in die B-Spalte

@A x Ep c
1 1 0.3

2 2 0.2

3 3 0.4
4 4 0.1

S

Dann kann man Uber die eindimensionale Statistik den Erwartungswert X und die

Standardabweichung o, ausrechnen lassen:

Menu

Statistics

Stat. Calculations

One Variable Statistics
Number of lists: 1

X1 list: x

Frequency list: p
Results in column: d[]

Dann erhélt man fir die im Bild angegeben Daten X =2.3und o, =1.005

Beispiel:
Die nachfolgende Tabelle gibt Teile der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer Zufallsvariablen X an.
Berechne den Erwartungswert und die Standardabweichung.

Xi 1 2 3 4

P(X = xi) 0.5 0.2 0.2

Zuerst muss man die fehlende Wahrscheinlichkeit ermitteln. Da die Summe aller
Wabhrscheinlichkeiten 1 ist, ergibt sich die fehlende Wahrscheinlichkeit als P(X =3)=0.1

Den Erwartungswert kann man mit der Hand rechnen: E(X)=1-0.5+2-0.2 +3-0.1+ 4.0.2=2

Nach Einspeisen der Daten in den TI-Nspire erhalt man: X =2und o, =118
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WS 3.2 und WS 3.3 - Die Binomialverteilung
Eine Zufallsvariable, die beschreibt, wie oft ein mehrmals durchgefiihrtes Zufallsexperiment giinstig
realisiert, heillt binomialverteilt, wenn sie folgenden Kriterien genlgt:

1. Das zugrundeliegende Zufallsexperiment hat nur genau zwei mogliche Ausgange: glinstig
und unginstig.

2. Die Zufallsexperimente sind voneinander unabhangig. Das bedeutet, die
Wabhrscheinlichkeiten fiir einen glinstigen bzw. einen unglinstigen Ausgang des
Zufallsexperiments andern sich nicht wahrend der Versuchsreihe.

Entscheidend, ob nur zwei Ausgange moglich sind, ist oft die Fragestellung.

Bsp:

Ein Wirfel wird mehrmals geworfen, und die Zufallsvariable X bezeichnet, wie oft die Zahl ,,6“
geworfen wird.

Hier gibt es zwar sechs mogliche Ausgange des Zufallsexperiments, namlich {1, 2, 3, 4, 5, 6}, aber die
Menge {6} wird als glinstiges Ereignis, die Menge {1, 2, 3, 4, 5} als unglinstiges Ereignis betrachtet.
So betrachtet gibt es nur zwei Ereignisse.

Wenn das Zufallsexperiment aus einer Auswahl besteht, ist es wichtig, dass die Grundmenge immer
wieder erganzt wird, sonst verschieben sich die Wahrscheinlichkeiten, und die Zufallsvariable ist
nicht binomialverteilt.

Bsp: Aus einer Kiste mit 5 blauen und 4 roten Béllen werden 2 Balle gezogen. Die Zufallsvariable X
beschreibt die Anzahl der gezogenen blauen Bille.
a) Wenn der erste Ball nach dem Ziehen zuriickgelegt wird, ist die Wahrscheinlichkeit, einen blauen

5
Ball zu ziehen wieder dieselbe, ndmlich 5, die Zufallsvariable ist also binomialverteilt.

b) Wenn der erste Ball nicht wieder zurtickgelegt wird, dndert sich die Wahrscheinlichkeit beim
zweiten Versuch einen blauen Ball zu ziehen abhangig vom Ergebnis des ersten Zuges.
Wenn beim ersten Versuch ein blauer Ball gezogen wurde ist die Wahrscheinlichkeit beim zweiten

5 4
Versuch wieder einen blauen Ball zu ziehen etwas kleiner alsg, némlichg . Wenn beim ersten
Versuch ein roter Ball gezogen wurde ist die Wahrscheinlichkeit beim zweiten Versuch einen blauen
5 5
Ball zu ziehen etwas groRer alsg, namlich § Die Experimente sind also nicht unabhangig, die

Wahrscheinlichkeiten andern sich, die Zufallsvariable ist nicht binomialverteilt.

Die Unabhangigkeit der Zufallsexperimente ist beispielsweise immer dann etwas zweifelhaft, wenn
Trainings- oder Ermidungseffekte eine Rolle spielen kdnnten.

Bsp: Ein Kind wirft im Laufe einer Trainingswoche 200 Mal mit dem Basketball einen Freiwurf, es
trifft mit einer Wahrscheinlichkeit von 40%. X beschreibt die Anzahl der geworfenen Kérbe.
Hier kann man die konstant bleibende Wahrscheinlichkeit anzweifeln.
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Wabhrscheinlichkeitsfunktion, Erwartungswert, Varianz und
Standardabweichung der Binomialverteilung

Die bei der Binomialverteilung tiblichen Notationen sind:

n Anzahl der Versuche

k Anzahl der glinstigen Ereignisse

p Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Versuch das giinstige Ereignis realisiert

g Wahrscheinlichkeit, dass bei einem Versuch das ungtlinstige Ereignis realisiert: g =1-p
P(X=k) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Zufallsvariable X den Wert k annimmt, also die
Wahrscheinlichkeit, dass bei n Versuchen k-mal das giinstige Ereignis realisiert

Die Wahrscheinlichkeitsfunktion lautet:

n
P(X =k)=[kj- p*-q™"

Fur den Erwartungswert u gilt: #=n-p
Fur die Varianz o’gilt: 6°=n-p-q

Fur die Standardabweichung o gilt: o =./n-p-q

Bsp:

In einer Firma werden die Produkte in der Qualitatskontrolle vor dem Ausliefern noch einmal
Uberpruft. Aus Erfahrung weill man, dass im Mittel 15% der Produkte fehlerhaft sind. Es werden 40
Produkte tiberpriift. Die Zufallsvariable X beschreibt die Anzahl der fehlerhaften Produkte.

a) Ist X binomialverteilt?
b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass von diesen 40 genau 8 Produkte fehlerhaft sind?
c) Berechne Erwartungswert u und die Standardabweichung o und interpretiere das Intervall

[,u—ZO';,u-i-ZO']

a) Die 40 Uberpriifungen sind eine Reihe von Versuchen mit immer nur zwei Ausgéngen,
fehlerhaft oder nicht. Aber ob die Versuche wirklich unabhéangig sind, kann bezweifelt
werden. Es kann leicht sein, dass Aufgrund z.B. eines Maschinenfehlers gleich mehrere
Produkte hintereinander fehlerhaft sind. Trotzdem nehmen wir fiir b) und c) eine
Binomialverteilung an.

_ _ 40 8 32 _ _ 0
b) P(X=8)= 8 -0,15-0,85™ =0,1087 =10,87%

c) u=40-0,15=6
o =4/40-0,15-0,85 = 2,26
Mit ca. 95% Wahrscheinlichkeit wird bei dieser Uberpriifung die Anzahl der fehlerhaften
Produkte im Intervall [6— 4,52;6+4, 52] =[1,48; 10,52], also eigentlich (da hier nur

ganzzahlige Werte angenommen werden kénnen) im Intervall [2; 10] liegen.
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